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INIRGDUCCION_GENERAL
La p r e s e n t e  memor ia  supone un t r a b a j o  de re su me n,  a s í  
como de e s t u d i o  d e t a l l a d o  de c i e r t o s  a s p e c t o s  a c e r c a  de l a  
t e o r í a  b a s t a n t e  r e c i e n t e  de l o s  e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s .
E l  e s t r e c h o  p a r e n t e s c o  e n t r e  e s t a  t e o r í a  y l a  de l o s  e s p a ­
c i o s  u n i f o r m e s  j u s t i f i c a  p o r  s í  s o l o  e l  i n t e r é s  de su e s t u ­
d i o ;  aunque r e c i e n t e m e n t e  l a s  d i s t a n c i a s  no s i m é t r i c a s  ( c u a s i -  
m é t r i c a s )  han t e n i d o  c i e r t o  i n t e r é s  en B i o l o g í a  y en l a  F í s i c a  
R e l a t i v i s t a ,  no es p r e c i s o  r e m i t i r s e  a esas c i e n c i a s  p a r a  e n ­
c o n t r a r  e j e m p l o s  de c u a s i - m é t r i c a s  (es  un hecho u n i v e r s a l -  
mente o b s e r v a d o  que s u b i r  una d i s t a n c i a  no es l o  mismo que 
b a j a r l a ) .
S i  e l  e s t u d i o  de l o s  e s p a c i o s  m é t r i c o s  c o n d u j o  a l  c o n ­
c e p t o  de e s p a c i o  u n i f o r m e  i n t r o d u c i d o  p o r  A . W e i l , | 6 7 | ,  l o s  
e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s , d e f i n i d o s  p o r  L .  N a c h b i n  y A.
C s a s z a r  ( | 4 2 | y | 9 | , r e s p e c t i v a m e n t e ) ,  s u r g e n  como una e x t e n ­
s i ó n  de l o s  u n i f o r m e s  a l  e l i m i n a r  e l  ax ioma de s i m e t r í a ;  pe ro  
e l  v e r d a d e r o  i n t e r é s  p o r  l o s  e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  n a c i ó  
d es pu és  de que W.J .  P e r v i n ,  | 4 5 | , p r o b a r a  que t o d o  e s p a c i o  
t o p o l ó g i c o  es c u a s i - u n i f o r m i z a b l e  ( p a r a  r e c o n o c e r  l a  i m p o r ­
t a n c i a  de e s t a  g e n e r a l i z a c i ó n  h a b r á  que c o m p a r a r  l o s  nuevos  
r e s u l t a d o s  con l o s  o b t e n i d o s  en l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s  y d e s ­
c u b r i r  h a s t a  qué p u n t o  se han a i s l a d o  l o s  c o n c e p t o s  b á s i c o s ) .  
P. F l e t c h e r ,  | 18 | — | 2 3 | , y W.F.  L i n d g r e n ,  | 3 4 | - | 3 8 | ,  son q u i ­
zás l o s  nombres  más r e l e v a n t e s  en e l  d e s a r r o l l o  de l a  t e o r í a  
de l o s  e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s ; c o n j u n t a m e n t e  han p r e s e n t a d o
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r e c i e n t e m e n t e  e l  p r i m e r  l i b r o  s o b r e  c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  , | 20 | . 
O t r o  t o p ó l o g o  a t e n e r  en c u e n t a  en e s t e  campo es I . L .  R e i l l y ,  
de l a  U n i v e r s i d a d  de A u c k l a n d  (Nueva Z e l a n d a ) ,  | 4 9 | - | 5 5 | ,  
con q u i e n  he t e n i d o  e l  p l a c e r  de c omu ni ca rme  p o r  c a r t a  d e s ­
pués de r e s o l v e r l e  un P r ob le ma  ( p l a n t e a d o  en | 5 4 1 y r e s u e l t o  
en |12 | ) ,  y p o r  cuya  m e d i a c i ó n  me ha s i d o  a c e p t a d o  p a r a  p u ­
b l i c a c i ó n  e l  a r t í c u l o  | 1 6 | en l a  r e v i s t a  M a t h e m a t i c a l  C h r o -  
n i c l e .
La memor ia  c o n s t a  de c u a t r o  c a p í t u l o s ,  cada uno de l o s  
c u a l e s  va p r e c e d i d o  p o r  un s u c i n t o  resumen d e l  c o n t e n i d o  de 
l a s  d i v e r s a s  s e c c i o n e s  que l o  c o n s t i t u y e n .  Cuando e l  s í m b o l o  
( * )  p r e c e d a  a una s e c c i ó n  e l l o  s i g n i f i c a r á  que p a r t e  de su 
c o n t e n i d o  me ha s i d o  p u b l i c a d o  o e s t á  p e n d i e n t e  de s e r l o  en 
a l g u n o  de l o s  s i e t e  a r t í c u l o s  r e s e ñ a d o s  en l a s  R e f e r e n c i a s .
En e l  t r a b a j o  se dan l a s  c i t a s  ( s i n  d e m o s t r a c i ó n )  de r e s u l t a ­
dos e s p e c í f i c o s  r e f e r e n t e s  a c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  que se u t i ­
l i z a n  con p o s t e r i o r i d a d ,  con señas de l a s  r e f e r e n c i a s ;  t a m b i é n  
s i n  d e m o s t r a r  d e j o  l o s  r e s u l t a d o s  p r o p i o s  que c o n s i d e r o  o b v i o s .  
En o c a s i o n e s  a p a r e c e n  a c l a r a c i o n e s  ( N o t a s )  o e j e m p l o s  s i n  
n u m e r a c i ó n  p r e v i a  p o r q ue  no van a s e r  c i t a d o s  p o s t e r i o r m e n t e  
o no son muy r e l e v a n t e s .
Es i n t e r e s a n t e  e l  hecho  de que t o d o  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  
a d m i t e  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e ,  l a  denomi nar emos  
c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  'U.p ( | 45 | ) , pues e n t o n c e s  l a  
t o p o l o g í a  g e n e r a l  se puede i n t r o d u c i r  en t é r m i n o s  de c u a s i -  
u n i  f o r m i d a d e s  . E s t a  es una de l a s  r a z o n e s  p o r  l a s  que e l  Ca­
p í t u l o  1 l o  d e d i ca mo s í n t e g r a m e n t e  a l  e s t u d i o  de p , que c u ­
r i o s a m e n t e  ha s i d o  poco e s t u d i a d a  y l o s  r e s u l t a d o s  que s o b r e
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e l l a  se conocen son c i r c u n s t a n c i a l e s  y s u r g i e r o n  d u r a n t e  e l  
t r a t a m i e n t o  t e ó r i c o  de a l g u n o s  p r o b l e m a s .  A s í  en | 5 9 | se 
p r u e b a  que 1/t p es p r e c o m p a c t a  ( d e f i n i c i ó n  2 . 1 9 )  y en | 1 9 1 
que es t o t a l m e n t e  a c o t a d a  ( 2 . 20 ) (ambos c o n c e p t o s  no c o i n ­
c i d e n  en e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s ) .  Los. r e s u l t a d o s  que o b t e ­
nemos en e s t e  c a p í t u l o  nos s o n ,  en su m a y o r í a ,  de g r a n  u t i ­
l i d a d  en t o d o s  l o s  p o s t e r i o r e s ,  como m u e s t r a n  l a s  numer osas  
c i t a s .  A s í ,  e n t r e  o t r o s ,  e n c o n t r a m o s  e l  " bu en  c o m p o r t a m i e n ­
t o "  de l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  iXp r e s p e c t o  a l a  h e r e d i t a b i -  
l i d a d  ( P r o p o s i c i ó n  1 . 1 1 4 ) ,  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o c i e n t e  ( 1 . 1 7 )  
y e l  supremo de c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  ( 1 . 1 8 ) .  Por  e l  c o n t r a r i o  
n i  s i q u i e r a  e l  p r o d u c t o  f i n i t o  de e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  de 
P e r v i n  r e s u l t a  s e r  de P e r v i n  ( 1 . 3 7 ) .  E l  r e s u l t a d o  más t r a s ­
c e n d e n t a l  se t i e n e  en e l  Teorema 1 . 2 1 :  l { p  es una u n i f o r ­
midad s i  y s ó l o  s i  X es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l  ( d e f i n i c i ó n  1 . 2 0 ) ,  
y en t a l  c a s o ,  l a  c u a s i - u n i  f o r m i d a d  *U,p v i e n e  d e f i n i d a  p or  
C * ( X )  ( 1 . 4 0 ) .  La Nota  1 . 4 1  resume b r e v e m e n t e  l o s  a g r a d a b l e s  
a s p e c t o s  de l o s  e s p a c i o s  s u p e r - O - d i m e n s i o n a l e s . También 
se c o n t e s t a  p a r c i a l m e n t e  a l  p r o b l e m a  A d e l  l i b r o  de F l e t c h e r  
y L i n d g r e n ,  | 2 0 1 , d e m o s t r a n d o  que l a  f a m i l i a  de l o s  S ( ' M p X ' K ^ ) -  
e n t o r n o s  de D U p  es una c u a s i - u n i  f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con 
(X,  £ )  s i  y s ó l o  s i  X es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l  ( d e n t r o  de l a
c l a s e  de l o s  R ) (Teorema 1 . 2 7 ) .  Aunque e l  t r a t a m i e n t o  de l a s  o
c u a s i - p r o x i m i d a d e s  sea un t a n t o  f o l k l ó r i c o ,  se o b t i e n e  l a  i n ­
t e r e s a n t e  P r o p o s i c i ó n  1 . 3 3 :  La c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  es 
r e f l e x i v a .
Es b i e n  c o n o c i d o  e l  hecho de que l o s  e s p a c i o s  T^ com­
p a c t o s  t i e n e n  una ú n i c a  u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e .  E l  C a p í t u l o  2
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e s t á  d e d i c a d o  a l o s  e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  que a d m i t e n  una 
s o l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  ( e s p a c i o s  u q u ) .  E l  e s t u d i o  
de e s t a  c l a s e  de e s p a c i o s  empezó en 1969 cuando F l e t c h e r  en 
1181 d e m o s t r ó  que l o s  e s p a c i o s  de t o p o l o g í a  f i n i t a  son uqu 
y l a n z ó  su famosa c o n j e t u r a :  (X ,  t  ) es uqu s i  y s ó l o  s i  £  
es f i n i t a .  En 1 97 0 ,  c o n j u n t a m e n t e  con C. B a r n h i l l ,  | 2 | ,  p r u e b a  
que e l  r e c í p r o c o  es c i e r t o .  En 1971 ,  L i n d g r e n  d e m u e s t r a  que 
R con l a  t o p o l o g í a  c o f i n i t a  es uqu (Ex amp le  2 . 8 , | 3 4 | ) ,  y p o s ­
t e r i o r m e n t e ,  en | 3 5 1 , 3 . 2 ,  o f r e c e  o t r o  e j e m p l o  de e s p a c i o  
uqu con t o p o l o g í a  i n f i n i t o - n u m e r a b l e ,  echando  a s í  p o r  t i e r r a  
l a  c o n j e t u r a  de F l e t c h e r .  En e s t e  c a p í t u l o  abordamos l a  c o n ­
j e t u r a  de F l e t c h e r  de manera f á c i l  y d i r e c t a  p a r a  g r a n d e s  
c l a s e s  de e s p a c i o s  ( T 2 » r e g u l a r e s )  p r o b a n d o  s e r  v á l i d a  p a ra  
e l l o s ,  a d i f e r e n c i a  d e l  l a r g o  d e s a r r o l l o  m e d i a n t e  c u a s i - p r o -  
x i m i d a d e s  u t i l i z a d o  p o r  L i n d g r e n .  En s e c c i ó n  a p a r t e  damos 
una c a r a c t e r i z a c i ó n  de l o s  e s p a c i o s  que son uqu (Teorema 
2 . 2 3 ) .  Empleamos d es pu és  l a s  d e f i n i c i o n e s  de Q - c u b r i m i e n t o  
y e s p a c i o  Q - f i n i t o  d e b i d a s  a L i n d g r e n  p a r a  o b t e n e r  e l  Teo­
rema 2 . 1 7  que r e ú n e  l a s  p r o p i e d a d e s  más r e l e v a n t e s  de l o s  e s ­
p a c i o s  uqu.  Una de é s t a s ,  l a  h e r e d i t a b i l i d a d  p a r a  a b i e r t o s ,  
se da en o t r a  s e c c i ó n  ( C o r o l a r i o  2 . 3 3 ) .  E l  e s t u d i o  de l a  s u -  
p e r c o m p a c i d a d , | 63 1 , que es o t r a  de l a s  p r o p i e d a d e s  de l o s
e s p a c i o s  uqu,  nos l l e v ó  a l a  c r e a c i ó n  de dos g r a n d e s  c l a s e s  
de t a l e s  e s p a c i o s  de t o p o l o g í a  i n f i n i t a  que c o n t i e n e n  a l o s  
e j e m p l o s  a n t e s  m e n c i o n a d o s  de L i n d g r e n  como c a so s  p a r t i c u l a ­
r e s  ( 2 . 3 5  y 2 . 3 8 ) .  P a r t e  d e l  c o mi en z o  d e l  c a p í t u l o  ha a p a r e ­
c i d o  p u b l i c a d o  en l a  r e v i s t a  de l a  U . N . E . D .  de D é n i a  | 1 3 | .
A s í  como en e s p a c i o s  u n i f o r m e s  se t i e n e n  unas d e f i n i ­
c i o n e s  a p r o p i a d a s  de r e d  de Cauchy ( E . H .  Moore ,  H . L .  S m i t h ,  
J . L .  K e l l e y )  y de f i l t r o  de Cauchy (H.  C a r t a n )  p a r a  l a s  que 
se c o n s t r u y e  una t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n  t o t a l m e n t e  s a t i s f a c ­
t o r i a ,  en e l  caso de l o s  e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  d i c h a s  
d e f i n i c i o n e s  no son t o d o  l o  a g r a d a b l e s  que se p o d r í a  d e s e a r ;  
l a  e l e c c i ó n  de sendas  d e f i n i c i o n e s  de r e d  y f i l t r o  de Cau­
chy en un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  que p e r m i t a n  d e s a r r o l l a r  
una t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n  s a t i s f a c t o r i a  es e l  o b j e t i v o  p r i ­
m o r d i a l  de e l  C a p í t u l o  3.  Muchas d e f i n i c i o n e s  han s i d o  dadas 
de r e d  y f i l t r o  de Cauchy en un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e , v e r  
| 7 | , | 4 7 | , | 5 4 | ,  | 5 9 | y | 6 1 | p o r  e j e m p l o ,  aunque n i n g u n a  t a n
p r o v e c h o s a  como l a s  de l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s .  N o s o t r o s  hemos 
t r a b a j a d o  con l a s  dos que nos p a r e c e n  más i n t e r e s a n t e s :  La 
p r i m e r a  es l a  d e f i n i c i ó n  de f i l t r o  de Cauchy dada p o r  S i e b e r  
y P e r v i n  p a r a  l a  que e n c o n t r a m o s  una d e f i n i c i ó n  de r e d  de 
Cauchy c o n s i s t e n t e  en e l  s e n t i d o  de que ambas c o m p l e t i t u d e s  
son e q u i v a l e n t e s ;  d e s p u é s ,  u t i l i z a n d o  unos Teoremas de i n m e r ­
s i ó n  de S. Mrowka,  | 4 0 | , h a l l a m o s  c o m p l e t a c i o n e s  p a r a  ( X , l t p )  
y a c o n t i n u a c i ó n  damos una c o m p l e t a c i ó n  p a r a  un e s p a c i o  c u a s i -  
u n i f o r m e  c u a l q u i e r a .  La s egunda  d e f i n i c i ó n  que t r a b a j a m o s  es 
l a  de r e d  S-Cauchy ( D e f i n i c i ó n  3 . 1 6 ) ;  se t r a t a  de una m o d i ­
f i c a c i ó n  c o v e n i e n t e  de l a  d e f i n i c i ó n  dada p o r  R. S t o l t e n b e r g  
en | 6 1 | m e d i a n t e  l a  que se o b t i e n e  una c o m p l e t a c i ó n  de un e s ­
p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  c u a l q u i e r a  p o r  un método que e x t i e n d e  
e l  c l á s i c o  p a r a  u n i f o r m i d a d e s  ( p r e c i s a m e n t e  p o r  e l l o ,  modes­
t a m e n t e  en tendemos que l a  S - c o m p l e t a c i ó n  es l a  m e j o r  de l a s  
c o m p l e t a c i o n e s  h a s t a  a h o r a  v i s t a s ) .  La t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n
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de R. S t o l t e n b e r g  c o n t e n í a  dos e r r o r e s  en l o s  Teoremas 2 . 5  
y 3 . 1  de su t r a b a j o  | 6 l | ,  ambos m o t i v a d o s  p o r  no h a b e r  p r e ­
v i s t o  que un c o n j u n t o  d i r i g i d o  puede t e n e r  v a r i o s  máx imos .  
E s t e  hecho fué  p u e s t o  de m a n i f i e s t o  a l a  R e v i s t a  P r o c e e d i n g s  
o f  t h e  London M a t h e m a t i c a l  S o c i e t y  (d ond e  e l  t r a b a j o  de S t o l ­
t e n b e r g  h a b í a  s i d o  p u b l i c a d o ) ,  a p o r t a n d o  un c o n t r a e j e m p l o  e x -  
p l i c i t a d o r  d e l  e r r o r ,  además de una nueva d e f i n i c i ó n ,  l a  de 
r e d  S- Ca uc h y ,  que nos p e r m i t i ó  r e e l a b o r a r  su t e o r í a  con l a s  
c o n s e c u e n t e s  m o d i f i c a c i o n e s  (una  s í n t e s i s  de e s t e  t r a b a j o  fué  
p u b l i c a d o  p o r  d i c h a  R e v i s t a  en | 1 3 1 ) . Damos t a m b i é n  en e s t e  
C a p í t u l o  una d e f i n i c i ó n  de f i l t r o  S-Cauchy  ( 3 . 1 8 )  q ue ,  aunque 
e x t i e n d e  e l  c o n c e p t o  c l á s i c o  p a r a  u n i f o r m i d a d e s ,  t i e n e  e l  
i n c o n v e n i e n t e  de que su c o m p l e t i t u d  no e q u i v a l e  a l a  c o r r e s ­
p o n d i e n t e  p a r a  r e d e s  S-Cauchy  ( e s t a  ú l t i m a  es más f u e r t e ) ;  
s i n  embargo d emos t ramos  e l  i n t e r e s a n t e  r e s u l t a d o  ( 3 . 2 7 )  de 
que,  en e s p a c i o s  c u a s i - m é t r i c o s , l a  S c o m p l e t i t u d  sucesiona l es 
e q u i v a l e n t e  a l a  S - c o m p l e t i t u d . Con l a  adecuada  d e f i n i c i ó n  
de S - p r e c o m p a c i d a d  ( 3 . 2 0 )  d es t ac a mo s  e l  Teorema de N i e m y t z k i -  
T y c h o n o f f  ( 3 . 3 5 )  y l a  P r o p o s i c i ó n  3 . 3 2 :  X es c ompac to  s i  y 
s ó l o  s i  es S - p r e c o m p a c t o  y S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s .
S i  l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s  s u r g i e r o n  como una a b s t r a c c i ó n  
de l o s  e s p a c i o s  m é t r i c o s ,  l o s  c u a s i - u n i f o r m e s  pueden c o n s i ­
d e r a r s e  como una e x t e n s i ó n  de l o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s . P r e ­
c i s a m e n t e  a é s t o s  e s p a c i o s  d e d i ca mo s e l  ú l t i m o  c a p í t u l o .  En 
su co mi en zo  e s t u d i a m o s  l a s  f a m i l i a s  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  
que e n g en d ra n  a c i e r t a s  c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  p a r t i c u l a r e s :  l a
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de P e r v i n ,  l a  t r a n s i t i v a  más f i n a  y l a  u n i v e r s a l  ( e l  s u ­
premo de t o d a s  l a s  c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  c o m p a t i b l e s ) .  Uno de 
l o s  dos r e s u l t a d o s  cumbre de l a  s i g u i e n t e  s e c c i ó n  es l a  P r o -  
p s i c i ó n  4 . 5 :  La c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  H p  es c u a s i -  
p s e u d o - m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o  s i  l a  t o p o l o g í a  es de c a r d i n a l  
n u m e r a b l e ;  y e l  o t r o  nos d i c e  que t o d o  e s p a c i o  de P e r v i n  
c u á s i - m e t r i z a b l e  a d m i t e  una S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - m é t r i c a  
( 4 . 1 1 ) ;  t o d o  e l l o  ha s i d o  p u b l i c a d o  en l a  R e v i s t a  S t o c h a s -  
t i c a  de l a  U n i v e r s i d a d  de B a r c e l o n a ,  | 11 | . También l a  p r i m e r a  
p a r t e  de l a  s e c c i ó n  que s i g u e  me ha s i d o  p u b l i c a d a  p or  l a  
R e v i s t a  M o n a t s h e f t e  f ü r  M a t h e m a t i k  de V i e n a ,  | 1 2 | ,  en e l l a  
se da un e j e m p l o  de e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  s u c e s i o -  
n a l m e n t e  compac t o  que no es s i q u i e r a  p r e c o m p a c t o ,  r e s p o n ­
d i e n d o  con e l l o  a un p r o b l e m a  p l a n t e a d o  p o r  I . L .  R e i l l y ,
P . V . Subrahmanyam y M.K.  l /amanamur thy  en | 5 4 1 , a s í  como 
a o t r a  c u e s t i ó n  de S. Romaguera.  Además de e s t e  i n c o n v e n i e n t e  
de l o s  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  p r e s e n t a m o s  a l g u n o s  más, 
d e s t a c a n d o  e l  C o n t r a e j e m p l o  4 . 1 7  de un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  
S y P - c o m p l e t o  que no v e r i f i c a  e l  Teorema de l a  C a t e g o r í a  de 
B a i r e ,  aunque a f o r t u n a d a m e n t e  e s t e  i n c o n v e n i e n t e  se subsana  
en l a  s i g u i e n t e  s e c c i ó n ,  donde damos una g e n e r a l i z a c i ó n  de 
d i c h o  Teorema p a r a  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  s u c e s i o -  
n a l m e n t e  c o m p l e t o s  con l a  c o n d i c i ó n  a d i c i o n a l  de que sean 
q u a s i - r e g u l a r e s  ( t o d o  e l l o  va a s e r  p u b l i c a d o  en l a  R e v i s t a  
M a t h e m a t i c a l  C h r o n i c l e  de l a  U n i v e r s i d a d  de A u c k l a n d ,  Nueva 
Z e l a n d a ,  | 16 | ) . Damos t a m b i é n  una v e r s i ó n  d e l  Teorema d e l  
Pun to  F i j o  p a r a  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  Tq ( 4 . 2 6 )  que 
e x t i e n d e  e l  r e s u l t a d o  c l á s i c o  p a r a  m é t r i c o s ,  s i e n d o  t a m b i é n
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más g e n e r a l  que e l  Theorem 9 dado p o r  R e i l l y  en | 5 4 | ,  d e l  
que d e du c i mo s  a l g u n o s  c o r o l a r i o s  i n t e r e s a n t e s .  Acabamos dando 
unos r e s u l t a d o s  s o b r e  p a i r w i s e  r e g u l a r i d a d  y p a i r w i s e  no r ma­
l i d a d  en e s p a c i o s  b i t o p o l ó g i c o s , y p a r t i c u l a r m e n t e  en e s p a ­
c i o s  b i - c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s . C o n c l u i m o s  con una p r o p o s i ­
c i ó n  que a s e g u r a  que ( X , p )  es de B a i r e  s i  X es q - c o m p l e t o ,  
donde p y q son c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  c o n j u g a d a s .
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C a p í t u l o  1: CUASIUNIFORMIDAD DE PERVIN
C o n t e n i d o :
- - S o b r e  e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  
- - L a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  XLp de P e r v i n  
- - C u a s i - u n i f o r m i d a d  c o c i e n t e  de P e r v i n  
- - E l  supremo de c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  de 
P e r v i n
- - E s p a c i o s  s u p e r - O - d i m e n s i o n a l e s  
- - S o l u c i ó n  p a r c i a l  a un p r o b l e m a  de 
F l e t c h e r  y L i n d g r e n  
- - C u a s i - p r o x i m i d a d  de P e r v i n  
- - E l  p r o d u c t o  de e s p a c i o s  c u a s i -  
u n i f o r m e s  de P e r v i n  
- - E l  a n i l l o  C * ( X )  y l o s  e s p a c i o s  
s u p e r - O - d i m e n s i o n a l e s
h a s t a  1 . 7 )  
" 1 . 1 4 )
" 1 . 1 7 )
1 . 1 9 )  
1.22)
1 . 2 9 )  
1 . 3 5 )
" 1 . 3 7 )
" 1 . 4 1 )
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Resumen del Capítulo 1:
E l  comiendo d e l  c a p í t u l o  c o n t i e n e  l o s  c o n c e p t o s  y 
c o n o c i m i e n t o s - - s i n  d e m o s t r a c i ó n - i m p r e s c i n d i b l e s  p a r a  
e l  e s t u d i o  de i o s  e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  y que de 
manera r e i t e r a d a  e mp lea remos  a l o  l a r g o  de t o d o  e l  t r a ­
b a j o .
La c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  2 lp i  que se puede 
d e f i n i r  en c u a l q u i e r  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , ~C ) s i e n d o  
c o m p a t i b l e  con l a  t o p o l o g í a  ~l> , | 4 5 | ,  se d e f i n e  en 1 . 8  
y c o n s t i t u y e  e l  p r in c ip a l o b j e t o  de e s t u d i o  de e s t e  c a p í ­
t u l o .  La p r i m e r a  p r o p o s i c i ó n  ( 1 . 9 )  que d e m o s t r a m o s ,  da un 
método p a r a  c o n s t r u i r  c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  c o m p a t i b l e s  a 
p a r t i r  de s ubbases  de l a  t o p o l o g í a ,  y l a  p r o p o s i c i ó n  1.11 
nos c a r a c t e r i z a  cuándo e s t a s  c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  c o i n c i d e n  
con 2 í P - Las p r o p o s i c i o n e s  1 . 1 2  y 1 . 1 3  c a r a c t e r i z a n  l a s  
bandas b á s i c a s  de 2¿ p ,  y t a n t o  l a  n o t a c i ó n  u t i l i z a d a  en 
sus d e m o s t r a c i o n e s  como sus  r e s u l t a d o s  s e r á n  f r e c u e n t e m e n t e  
u t i l i z a d o s  ( 1 . 1 8 , 1 . 2 6 , 2 . 1 6 , 2 . 2 1 , 3 . 3 4 , . . . ) .  La s e n c i l l a  
p r o p o s i c i ó n  1 . 1 4  nos es ú t i l  en l a  t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n  
de e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  ( 3 . 8  y 3 . 9 ) .
En l a  s e c c i ó n  s i g u i e n t e  se i n t r o d u c e  e l  c o n c e p t o  
( v e r  16 1 ) de c u a s i - u n i  f o r m i d a d  c o c i e n t e  '¡¿tí d e l  e s p a c i o  
c u a s i - u n i f o r m e  ( X , Z í ) ( d e f i n i c i ó n  1 . 1 3 )  y se d e m u e s t r a  que 
l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o c i e n t e  de ZLp es l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d
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de P e r v i n  d e l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  c o c i e n t e  c o r r e s p o n d i e n t e  
( p r o p o s i c i ó n  1 . 1 7 ) .
La p r o p o s i c i ó n  1 . 1 8  s i g u i e n t e  e s t a b l e c e  l a  " e s t a b i ­
l i d a d ” de l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  p a r a  e l  supremo 
de c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  de P e r v i n .
E l  r e s u l t a d o  más r e l e v a n t e  d e l  s i g u i e n t e  a p a r t a d o  
se da en e l  Teorema 1 . 21 : %L p es una u n i f o r m i d a d  s i  y 
s ó l o  s i  X es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l  ( d e f i n i c i ó n  1 . 2 0 ) .  E s t e  
hecho es u t i l i z a d o  en o c a s i o n e s  d u r a n t e  e l  t r a b a j o  ( C o n ­
t r a e j e m p l o  1 . 3 7 ,  c o r o l a r i o  2 . 6 )  y e l  c o n c e p t o  de e s p a c i o  
s u p e r - O d i m e n s i o n a l  a p a r e c e  con f r e c u e n c i a  (Teorema 1 . 2 7 ,  
No t a  1 . 2 9 ,  p r o p o s i c i ó n  1 . 4 0 ,  p r o p o s i c i ó n  2 . 2 , . . . ) .
La s i g u i e n t e  s e c c i ó n  c o n s i d e r a  e l  P r o b le m a A de 
F l e t c h e r  y L i n d g r e n ,  | 2 0 1 , p a g . 9 ,  que d i c e  l o  s i g u i e n t e :  
¿Para qué e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  ( X , U )  es l a  f a m i l i a  
de l o s  X (  t í  * x  t í * ) - e n t o r n o s  de U  una c u a s i - u n i  f o r m i d a d  
c o m p a t i b l e  con X  ( t¿ ) ? Se d e m u e s t r a  que p a r a  l o s  e s p a c i o s  
de P e r v i n ,  d e n t r o  de l a  c l a s e  de l o s  R , l a  p r e g u n t a  d e l  
p r o b l e m a  se cu mp le  ú n i c a m e n t e  p a r a  l o s  e s p a c i o s  s u p e r - O -  
d i m e n s i o n a l e s  (Te or ema  1 . 2 7 ) .
A c o n t i n u a c i ó n  se i n t r o d u c e  un c o n c e p t o  í n t i m a m e n t e  
l i g a d o  a l  de c u a s i - u n i f o r m i d a d : e l  de c u a s i - p r o x i m i d a d  
( d e f i n i c i ó n  1 . 3 0 ) .  Se sabe que t o d a  c u a s i - p r o x i m i d a d  £
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d e f i n e  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  1¿ ( £ ) ,  y q ue ,  r e c í p r o c a m e n t e ,  
t o d a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  t i  d e f i n e  una c u a s i - p r o x i m i d a d  £ ( t í ) .  
En g e n e r a l  se cump le  que £( t i ( £ ) ) = £ .  Cuando un e s p a c i o  
c u a s i - u n i  f o rme  ( X , H ) v e r i f i c a  que ( £(  2 / )  ) = se d i c e
que es r e f l e x i v o  ( d e f i n i c i ó n  1 . 3 4 ) ;  en 1 . 3 3  se da un 
e j e m p l o  de e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  que no es r e f l e x i v o ,  
m i e n t r a s  s e d e m u e s t r a  en 1 . 3 5  que l o s  e s p a c i o s  de P e r v i n  son 
r e f l e x i v o s .
E l  a p a r t a d o  que s i g u e  m u e s t r a  que l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  
p r o d u c t o  ( d e f i n i c i ó n  1 . 3 6 )  de e s p a c i o s  de P e r v i n  no es en 
g e n e r a l  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  d e l  p r o d u c t o  t o p o -  
l ó g i c o ,  n i  s i q u i e r a  p a r a  p r o d u c t o s  f i n i t o s  ( 1 . 3 7 ) .
Par a  f i n a l i z a r  se e s t u d i a  e l  a n i l l o  de l a s  f u n c i o n e s  
r e a l e s  que son c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a s  d e l  e s p a c i o  
(X ,  H p ) en R con l a  u n i f o r m i d a d  u s u a l ,  d e n o t á n d o l o  p o r  
C p O O ,  y se demuestra que d i c h o  a n i l l o  no es o t r o  que C * ( X )  
( l e m a  1 . 3 9 ) .  E s t e  hecho se emplea  p a r a  p r o b a r  que l a  
c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  de un e s p a c i o  s u p e r - O - d i m e n -  
s i o n a l  v i e n e  d e t e r m i n a d a  p o r  C * ( X )  ( p r o p o s i c i ó n  1 . 4 0 ) .
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Capítulo 1: CUASIUNIFORMIDAD DE PERVIN
1 . 1 .  E s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e
Sea X^0.  Una f a m i l i a  de p a r t e s  de XxX es una 
c u a s i u n i f o r m i d a d  en X s i  v e r i f i c a :
1) U, es un f i l t r o  en XxX.
2 ) A  C  U , V U € l l ,  donde A = ( ( x , x ) : x £ X } .
3) V ueu , a u e  u tai que V * V C  U, s i e n d o
V*V= { (  x , y )€XxX :1 z€X t a l  que ( x , z )€ V , ( z , y )€.V }
S i  1A es una c u a s i u n i f o r m i d a d  en X, a l  p a r  ( X,  VL )
se l e  l l a m a  e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e . A l o s  e l e m e n t o s  de "U.
se l e s  l l a m a  b a nd a s .
1 . 2 .  Base y subbase  de c u a s i u n i f o r m i d a d
S i  LC es una c u a s i u n i f o r m i d a d ,  se d i c e  que B  es 
una base de "U* s i  B  es una base d e l  f i l t r o  1A. , i . e . ,  s i  
t o d o  e l e m e n t o  de 1A c o n t i e n e  a uno de B . A n á l o g a m e n t e ,  S 
es una subbase  de \ i  s i  l a  f a m i l i a  de i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s  
de l o s  m i embr os  de S f o rma una base de 1A .
Una f a m i l i a  de p a r t e s  de XxX,  B , es base de una
c u a s i u n i f o r m i d a d  ( l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  e n g e n d r a d a  p o r  B ) 
s i  v e r i f i c a :
1 ) B es base de f i l t r o .
2) V U€ B  , A  C  U.
3) V u é B , 3 V €  'B t a l  que V * V c  U.
Una f a m i l i a  de p a r t e s  de XxX,  c5 » es subbase  de
una c u a s i u n i f o r m i d a d  ( l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  e n g e n d r a d a  p o r  <5 )
s i  v e r i f i c a :
1)  V U £ 6  , ¿±CL U .
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2) V u e < 5  , 3 V , , V 2 , . . . ,V € 6  t a l  que
( n  Vi : l í i í n  ) * (  O Vi : l í i i n  ) C U.
1 . 3 .  C u a s i u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a
Una base B de una c u a s i u n i f o r m i d a d  11 se d i c e  que 
es t r a n s i t i v a  s i  U*U=U, \ / U €  5  •
S i  una c u a s i u n i f o r m i d a d  U  posee una base t r a n s i t i v a  
se d i c e  e n t o n c e s  que t i  es una c u a s i u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a .
1 . 4 .  T o p o l o g í a s  d e d u c i d a s  de una c u a s i u n i f o r m i d a d
E s c r i b i r e m o s  U( A)  a l  r e f e r i r n o s  a l  c o n j u n t o  
U ( A ) = { y € X : ( a ' , y ) £ U ,  p a r a  a l g ú n  a € A } ; con U €.U , A d  X .
S i  A = { x } ,  e s c r i b i r e m o s  U( x )  po r  U ( { x \ ) .
A n á l o g a m e n t e ,  U ' ( A ) =  { y £ X : ( y , a ) € U  p a r a  a l g ú n  a€A) , 
U ' ( x ) =  [ y € X : ( y , x ) €  U J .
S i  ( X , 1 1 )  es un e s p a c i o  c u a s i u n i  f o r m e , l a  c u a s i ­
u n i f o r m i d a d  U  i n d u c e  s o b r e  X dos t o p o l o g í a s ,  y ~íu ,
según se tomen como bases  de e n t o r n o s  de x l a s  f a m i l i a s  
Í U ( x ) : U € l l }  y { U ' ( x ) : U £ U } , r e s p e c t i v a m e n t e .
S i  U  es una c u a s i u n i f o r m i d a d ,  es e v i d e n t e  que 
V! = l U ' : U € U  } , donde U ' = { ( x , y ) : ( y , x ) € U j ,  es o t r a
c u a s i u n i f o r m i d a d  en X, a l a  que se l e  l l a m a  c u a s i u n i f o r m i d a d  
c o n j u g a d a  de 11 . Es t a m b i é n  e v i d e n t e  que l a  t o p o l o g í a  
c o i n c i d e  con l a  a n t e r i o r m e n t e  men c i on ada  X'^ , de a h í  que a 
se l e  deno mi ne  t o p o l o g í a  c o n j u g a d a  de X ^  .
A l  e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  (X,  , X u )» v e r  | 3 3 1 , se
l e  l l a m a  e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  d e d u c i d o  de l a  c u a s i u n i f o r m i d a d
u  .
-13-
Una c u a s i u n i f o r m i d a d  1A y una t o p o l o g í a  X en X se d i c e
que son c o m p a t i b l e s  s i  \  = Xu. •
Un e s p a c i o  t o p l ó g i c o  es c u a s i u n i f o r m i z a b l e  s i  e x i s t e  una
c u a s i u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con l a  t o p o l o g í a .
Un e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  ( X , Í^ 1, T 2>) es c u a s i u n i f o r m i z a b l e  
s i  e x i s t e  una c u a s i u n i f o r m i d a d  en X cuyo  e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  
a s o c i a d o  c o i n c i d e  con ( X , ^ , ? ^ ) .
1 . 5 .  C om p a r a c i ó n  de c u a s i u n i f o r m i d a d e s
S i  y "Ui  son dos c u a s i u n i f o r m i d a d e s  en X, d e c im o s  que
1A* es menos f i n a  que l ^ i ( o  que U 2es más f i n a  que l a  U * )  s i
Es o b v i o  que s i  C  U 2 e n t o n c e s  l a s  t o p o l o g í a s  a s o c i a d a s
t a m b i é n  v e r i f i c a n  l a  misma r e l a c i ó n ,  i . e . , c b ^ .  S i n  
e mbargo ,  e l  r e c í p r o c o  no es c i e r t o ,  p u d i e n d o  h a b e r  c u a s i ­
u n i  f o r m i d a d e s  no c o m p a r a b l e s  que e n ge n d r a n  l a  misma t o p o l o g í a .
1 . 6 .  A p l i c a c i o n e s  c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a s
Se d i c e  que l a  a p l i c a c i ó n  f  e n t r e  l o s  e s p a c i o s  c u a s i -  
u n i f o r m e s  ( X , UL) e ( Y , ^ )  es c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  
s i  V VC \T, 3 U€ U  t a l  que ( f , f ) (U)  C  V; donde ( f , f ) (U)  =
= { ( f ( x 1 ) , f ( x 2 ) ) : ( x 1 , x 2 ) e  U } .
S i  además f  es b i y e c t i v a  y f  ^ es t a m b i é n  c u a s i u n i -  
f o r mement e  c o n t i n u a  se d i c e  que f  es un i s o m o r f i s m o  c u a s i ­
u n i  f o r me  .
Es e v i d e n t e  que t o d a  f u n c i ó n  c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  
es c o n t i n u a  r e s p e c t o  de l a s  t o p o l o g í a s  a s o c i a d a s .
S i  f  es c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  de ( X , U ) en ( Y,  \F) 
es o b v i o  que l o  s i g u e  s i e n d o  de ( X , U.' ) en ( Y , \^ ) .
- 1 6 -
1 . 7 .  C u a s i u n i f o r m i d a d  y t o p o l o g í a s  r e l a t i v i z a d a s
Sea ( X , U )  un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  y A un s u b c o n j u n t o  
de X. Es f á c i l  c o m p r o b a r  que U A = { u O ( A x A ) :  U £ U  } es una 
c u a s i u n i f o r m i d a d  en A, cuya  t o p o l o g í a  en A^ ? u A » c o i n c i d e
con l a  r e l a t i v i z a d a  a A de .
1 . 8 .  D e f i n i c i ó n . S i  ( X , £ ) es un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o ,  l l a ma mo s
c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  a s o c i a d a  a (X ,  £  ) a a q u é l l a  cuya
s ubbase  es l a  f a m i l i a  { S^ :  G £ "£ } ,  donde
Sp = ( Gx G) U ( ( X ~ G) x X ) .  La denotaremos por U 
u r
1 . 9 .  P r o p o s i c i ó n . Sea 'J- una subbase  de l a  t o p o l o g í a ? * ,  e n t o n c e s  
l a  f a m i l i a  S-p = ( Sj ,:  G £ T  \ es subbase  de una c u a s i u n i f o r m i d a d  
U p  que es c o m p a t i b l e  con t
P r u e b a . Dado G £ F y x £  X , es e v i d e n t e  que ( x , x ) £ S ^  =
= S P *  5 P ; p o r  t a n t o  es subbase  de c i e r t a  c u a s i u n i f o r m i d a d
u b
U F -
Veamos que ^  • V G£ f- V x £ X , S P ( x ) = G , s i  x £ G,
y s ^ ( x ) = X ,  s i  x ^ G ;  en t o d o  caso S^ ( x )  es un ?  - e n t o r n o  de 
x ,  l u e g o  . R e c í p r o c a m e n t e ,  V G £ ? , V x £ G ,  como Jr esh n
subbase  de ?  , 3 G. , G« , . . . , G £ T  t a l e s  que x£  D  G . c G ;i  ¿ n i . i  i
Pe r o > O  SP( x ) =  /H G . C G ,  a s í  que G es un
i -J G i , l  1
- e n t o r n o  de x ,  y ?  C  .
N o t a r  que U p  es un caso  p a r t i c u l a r  de Ur  cuando se 
toma f  = ? y q u e ,  como vemos a c o n t i n u a c i ó n  r a r a m e n t e  
sucede que Up = Up cuando  f  es una subbase  p r o p i a .  Es 
t a m b i é n  i n t e r e s a n t e  n o t a r  que l a s  c u a s i u n i f o r m i d a d e s  Up
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son t o d a s  t r a n s i t i v a s ,  en p a r t i c u l a r  t a m b i é n  l a  de P e r v i n .
1 . 1 0 . D e f i n i c i ó n . Sea ( X , X ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  y
^  *  = £ ~ ( 0 , X } . Una base B  de X d ec im os  que es f i n i t a m e n t e  
g e n e r a d o r a  s i  t o d o  a b i e r t o  de X*  es u n i ó n  f i n i t a  de 
e l e m e n t o s  de 3
S i  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  es t a l  que t o d a  base de 
a b i e r t o s  c e r r a d a  p a r a  i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s  es f i n i t a ­
mente g e n e r a d o r a ,  e n t o n c e s  dec i mo s  que es un e s p a c i o  
t o p o l ó g i c o  f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o .
1 . 1 1 . P r o p o s i c i ó n . Sea V una subbase £  . E n t o n c e s ,  H  p 
c o i n c i d e  con Up s i  y s ó l o  s i  l a  base e n g e n d r a d a  p o r  r 
es f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o r a .
P r u e b a . Sea B l a  base e n ge n d r a d a  p o r  V , i . e . ,  l a  
f a m i l i a  de t o d a s  l a s  i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s  de mi embr os  de 
r  .
S i  G £ *£ * ” , como S ^  £  U  p = U p  f e x i s t e n
n
G, , G0 , . . . , G £ "F de fo r ma que O  SP d  Sr , y 1 ¿ n n i = l  üj ü
como X~G¿ 0,  ob tenemos  que G C  U  G. .
i :  1 i
Para  cada x £ G, sea
I x = [ K < i x < n  : x e G ^  ,
o b v i a m e n t e  I  ¿ 0.  C o n s i d e r e m o s
I G= { I x : x € G }  ;
es una f a m i l i a  f i n i t a ,  ya que es una s u b f a m i l i a  de l a
f a m i l i a  de s u b c o n j u n t o s  de J 1 , 2 , . . . , n  j . Ahor a  b i e n ,
n
D  G.= f") SP ( x )  c  Sp ( x )  = G, de donde
i £ l x 1 i  = l  Gi  G
Como \f 1 £ I P , H  G . £  2  , tenemos que 2  es f i n i t a m e n t eX G i£Tx i
g e n e r a d o r a .
R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  3  es f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o r a ,
como U r  C  t o d o  c o n s i s t e  en p r o b a r  que V G £ £ * ,  S ^ é IAt .
o
sean B , , B 0 , . . . , B  £ 2» t a l e s  que G = U B. ,1 2  n ^ ¿. 7 i  7
X  -  1
n
e n t o n c e s  Sr  3  O  SD , y t o d o  se r e d u c e  a v e r  que 
G i= 1
V i = l , 2 , . . . , n ,  SD £  lA?* . Como B . £ P> > e x i s t e nD. r 1
1
P
G. ,G. , . . . , G .  £ f- t a l e s  que B. = O G.
1i x2 x p 1 j - . l  x3
p
S i  ( x , y ) £  O  SP , supongamos que x £ B .  (de l o  c o n t r a r i o  
es e v i d e n t e  que ( x , y ) £  SR ) ,  e n t o n c e s  V j  = 1 ,  2 , . . . , p , x £G.  ,
i
p o r  l o  que y £ G .  , y e n t o n c e s  ( x , y ) £ B . x B . d  SD . A s í ,1 1 i  i  □ ,
P 1
t enemos que O  SP d  SD , y ,  SD £ "U ^ .
,1  Gs. B i  i
Más a d e l a n t e  n e c e s i t a r e m o s  l a  s i g u i e n t e  c a r a c t e r i z a c i ó n  
de l a s  bandas  b á s i c a s  de l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n :
1 . 1 2 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X ,  U p )  e l  e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  de 
P e r v i n  a s o c i a d o  a l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X ,  t  ) .  S i  
G^ , Gg» • • • » Gn son a b i e r t o s ,  e n t o n c e s
n  s r  = U  [ [ ( H  G. ) H  ( O  G'. ) l x (  n  G. ) ) , ( 1 . 12 . 1 )
G {a .3 ) í? „  1 1  J J 1 1
s i e n d o  Tn = { ( I , J )  : ¡ I , J }  es una p a r t i c i ó n  de j 1 , 2 ,  . . . , nj  } ,
D  G. , s i  \ i  0 ( O  ( X~G . ) ,  s i  3/0
i  £ I  1 j £0 J
(1 C . -  \ y f l E ' .  =
1 1 ( 0 'v X ,  s i  I  = 0 ( X , s i  J=0
P r u e b a . Lo demos t ramo s  p o r  i n d u c c i ó n  s o b r e  n:
Para  n = l  es e v i d e n t e .
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S u p o n i e n d o  que l a  e x p r e s i ó n  ( 1 . 1 2 . 1 )  es v á l i d a  p a r a  n ,  




n  SG.= [ U  { [ ( O  G. )  n ( n  G ^ ) ] x ( 0  G . ) } ]  n  [ ( G n+1xGn + 1 ) U ( ( X ~ Gnti ) x X ) l  
= [ ^  í [ ( O  G. ) H  ( O  Gj )  O G n+1] x [ ( n  G. ) H  Gn+1] } ] ( J
U  [ U {[(OGi)n(nGv)n(x-Gn+1)]x(nGi)}] =
Jn ..................................................................................................................................................................................
= I J í f ( n  G. ) 0  ( O  G ' . )] x(  O G. ) u  [ ( D  G. ) H  ( O  G’. ) ] x (  n G. ) }  =
> n V  r 1 J J r  1 i 1 j ' J i 1 1
= U  I [ ( H G .  ) H  ( O  G ' ) ] x ( H  G. ) } , donde I • =1 U [ n+1 i y
(K.h)£? J  k k H h < k
J '  = J U { n + 1 } , con ( I , J ) £ ^ n  •
1 . 1 3 . P r o p o s i c i ó n . Con l a  a n t e r i o r  n o t a c i ó n  tenemos q ue :
O  Sr  = U  ( [ x ¡  x f ) G . )  , ( 1 . 1 3 . 1 )
i : i  ,<6 X U  1
s i e n d o f l  G. , s i  I  :  ( 1 (  i  i  n : x £ G . | i  0
iel„ 1 * 1n g,=
X , s i  I  = 0
I *  1
X
P r u e b a .  S i  ( x > y ) £  p) 5 ? supongamos que 1 i  0
i r  l  b i x
(de l o  c o n t r a r i o  es o b v i o ) ;  V i £ I ^  , x £ G^ i m p l i c a  que
y £ G. ,  de l o  que ( x , y ) €  { x ^  x O G . .
1 I< 1
R e c í p r o c a m e n t e ,  dado x £ X ,  s i  I ^ =  0 e n t o n c e s
[xv  x O  G. = l x \  x X C  O  Sr  ; s i  I  i  0 ,  V y £  D  G , 
I ,  1 . i = i  Gi x I ,  1
V i £ | l , 2 , . . . , n i  pueden d a r s e  dos c a s o s :
a) i  ¿  I  , e n t o n c e s  X C Sn ( x ) ,  y ,  ( x , y ) £ S r  ,x bi b.




en c u a l q u i e r  caso  pues ( x , y ) £ S p y ( x , y ) £  O Sp , p o r
b \ i i b
l o  que n
I x |  x n  g . c  n s„ .
ix i - 1 i
Pasamos a e s t u d i a r  s e g u i d a m e n t e  a l g u n a s  p r o p i e d a d e s  
de l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  que nos s e r á n  de p o s t e r i o r  
u t i l i d a d .
1 . 1 4 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X , T ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  y 
( Y ,  t j Y) un s u b e s p a c i o .  La r e s t r i c c i ó n  de l a  c u a s i u n i  f o r m i d a d  
de P e r v i n  a YxY c o i n c i d e  con l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  
a s o c i a d a  a (Y ,  l^ y )  .
P r u e b a . Denotamos m e d i a n t e  "Up y "Up l a s  c u a s i u n i f o r m i -  
dades de P e r v i n  a s o c i a d a s  a (X ,Z  ) y a (Y ,  e"|y), r e s p e c t i v a ­
m e n t e .  S i  G ' € £ | y ,  e x i s t e  G £ £  t a l  que G'=G 0 Y. S i
S„y  = ( G ' x G '  ) U  ( C Y - G • ) xY)  y S = ( GxG) U ( ( X - G) x X ) ,Ü b
y
e n t o n c e s  S ^ f = S ^ n ( Y x Y ) ,  de donde vemos que 11 pw. y y
YVi  ^ t i e n e n  l a  misma s u b b a s e .
1 . 1 5 . B e f i n i c i ó n . Dado e l  e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  (X,  1L) ;  sea 
R una r e l a c i ó n  de e q u i v a l e n c i a  en X y sea j® su p r o y e c c i ó n  
c a n ó n i c a .  Dec imos  que una c u a s i u n i f o r m i d a d  en e l
e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  c o c i e n t e  X ^  es una c u a s i u n i f o r m i d a d  
c o c i e n t e  de 1Á s i  v e r i f i c a  ( v e r  \S  | ) i
- -  l a  p r o y e c c i ó n  ^  es c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a ,  y 
- -  l a  t o p o l o g í a  d e d u c i d a  de es l a  c o c i e n t e .
Para  e s t u d i a r  e l  c o m p o r t a m i e n t o  de l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  
de P e r v i n  r e s p e c t o  d e l  c o c i e n t e  n e c e s i t a m o s  d e l  s i g u i e n t e
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1 . 1 6 . Lema. Sean ( X , Z ) e ( Y , T  ) dos e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s
* xcon sus c o r r e s p o n d i e n t e s  c u a s i u n i  f o r m i d a d e s  de P e r v i n  i/p
■y ^
y Up . Una f u n c i ó n  f :  X— *■ Y es c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n -
* Y ✓t i n u a  r e s p e c t o  de Up y U p  s i  y s ó l o  s i  es c o n t i n u a  r e s ­
p e c t o  %. y £  .
P r u e b a .  Todo se r e d u c e  a p r o b a r  e l  r e c í p r o c o .  Sea 
G ' £  X. i como f  es c o n t i n u a  e n t o n c e s  G=f  ( G ' ) £  Z . Es 
e v i d e n t e  que ( f , f ) ( S ^ )  CI s , y como S^ , £. “Up , f  es c u a s i -  
u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  de ( X , U p )  en (Y,  U p ) .
1 . 1 7 . P r o p o s i c i ó n . Dado e l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  (X ,  t )  y l a  
r e l a c i ó n  de e q u i v a l e n c i a  f\. , l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  c o c i e n t e  
de l a  de P e r v i n  es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  d e l  
e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  c o c i e n t e .
P r u e b a . Como l a  p r o y e c c i ó n  ’> es c o n t i n u a  de (X,  t  ) en 
( X# , t -^ ) ,  d e l  Lema 1 . 1 6  se s i g u e  que ^  es c u a s i u n i f o r m e -  
mente c o n t i n u a  de (X,  U p )  en ( X^ ,  U p ) , donde u f  d e s i g n a  
l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  d e l  e s p a c i o  c o c i e n t e .  La 
segunda c o n d i c i ó n  de l a  D e f i n i c i ó n  1 . 1 5  es o b v i a .
Es o b v i o  que t o d a  f a m i l i a  ( U . ) .  T de e s t r u c t u r a s
.  i  i  £ I
c u a s i u n i f o r m e s  s o b r e  un c o n j u n t o  X a d m i t e  un supremo 
V U, ^ en e l  c o n j u n t o  o r d e n a d o  de l a s  e s t r u c t u r a s  c u a s i -  
u n i f o r m e s  s o b r e  X, como sucede con l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s  
( | 20 | ) .
1 . 1 8 . P r o p o s i c i ó n . Sea X un c o n j u n t o  donde se han d e f i n i d o  
l a s  t o p o l o g í a s  £  ¿ > i  C I , y sean (A ^ l a s  c o r r e s p o n d i e n ­
t e s  c u a s i u n i f o r m i d a d e s  de P e r v i n .  La c u a s i u n i f o r m i d a d  de 
P e r v i n  U  e n ge n d r a d a  p o r  e l  supremo V £ ^ es e l  supremo
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P r u e b a . Como ^ ^  es menos f i n a  que V > e s o b v i o  que 
U U - C  7/t . R e c í p r o c a m e n t e :  sea G un a b i e r t o  de l a  subbase  
de \J %. se t i e n e  que 3 G^ ,G2 > . . . , G n con G^ £ , 1 < i  £ n ,
n
de manera que G = O  G^. E n t o n c e s
n n
Sn = ( O  G. x O G . )  U (X-v ( f l G . ) ) x  X 3 f | S  
b i : i  1 i : i  1 • i- . i 1 i-.i
según l a  P r o p o s i c i ó n  1 . 1 2 . ,  con l o  que
i  G
Sr £  V i l .  . G i
1 . 1 9 .  C o r o l a r i o . La c u a s i u n i f o r m i d a d  XI p de ( X , % ) es e l  
supremo de l a s  c u a s i u n i f o r m i d a d e s  X(.^ de P e r v i n  de l a s  
t o p o l o g í a s  '"J, ^ en X menos f i n a s  que H .
A c o n t i n u a c i ó n  p ro cedemos  a c a r a c t r e r i z a r  a q u e l l o s  
e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  cu ya  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  sea 
u n i  f o r m i d a d .
1 . 2 0 . D e f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  d ec im os  que es 
s u p e r - O - d i m e n s i o n a l  s i  t o d o  a b i e r t o  es c e r r a d o .
1 . 2 1 . TEOREMA. La c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  a s o c i a d a  a
( X,  Z ) es una u n i f o r m i d a d  s i  y s ó l o  s i  X es s u p e r - O -  
d i m e n s i o n a l  .
P r u e b a . Sea F un c e r r a d o ;  como "U p es una u n i f o r m i d a d ,
de l o  que X es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l .
R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  G £ , como X^G £ J  , t enemos que
SG ^  SX~G ^  ^  P ’ per0 
SGn  SX~G = ( G x G ) U ( ( X ~ G ) x ( X ~ G ) )  CT ( G x G ) Ü ( X  x(X~G)  ) = S¿ , 
de l o  que S¿ £ ] / t p .
j.d uanua U = SY r  f l  S ' Y = ( ( X- F ) x ( X~ F ) ) U  ( F xF )
r X-^ r
e s t á  en XI p ; p o r  t a n t o ,  V x £ F ,  U ( x ) = F ,  y F es a b i e r t o ,
l a  banda
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1 . 22 . C o r o l a r i o  .
( i )  S i  ( X , £  ) es T^ ,  e n t o n c e s  Vt p es u n i f o r m i d a d  s i  y 
s ó l o  s i  £  es l a  t o p o l o g í a  d i s c r e t a .
( i i )  En l o s  e s p a c i o s  d i s c r e t o s ,  i n d i s c r e t o s  y de 
S i e r p i n s k i  ( £ =  ^ 0 , A , X~ A , X } ) ,  U p  es s i e m p r e  u n i f o r m i d a d .
( i  i  i  ) Todo e s p a c i o  c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  de H a u s d o r f f  
que no sea d i s c r e t o  a d m i t e  s i e m p r e  dos c u a s i u n i f o r m i d a d e s  
c o m p a t i b l e s .
Pasamos a h o r a  a r e s o l v e r  p a r c i a l m e n t e  un P r o b l e m a  p l a n ­
t e a d o  p o r  F l e t c h e r  y L i n d g r e n  en | 2 0 | .
P r o b le m a A : ( 1 2 0 1 ,  p a g . 9 )  ¿Para  qué e s p a c i o s  c u a s i u n i f o r m e s
7" j *  *(X ,  Vi )  l a  f a m i l i a  de t o d o s  l o s  t  ( VI x U  ) - e n t o r n o s  de (1 V-
r e s u l t a  s e r  una c u a s i u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  c o n £ ( H ) ?
.  *
Donde Vt r e p r e s e n t a  l a  u n i f o r m i d a d  e n g e n d r a d a  p o r  Vt , es
d e c i r  l a  que t i e n e  p o r  s ub ba se  a 11U  ^ H  ) d e s i g n a  l a
t o p o l o g í a  a s o c i a d a  a 11 .
1 . 2 3 . D e f i n i c i ó n . Sea ( X , H  ) un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e . Sea
-Xr
U  l a  f a m i l i a  de t o d o s  l o s  £  ( Vt x U ) - e n t o r n o s  de O H .  o
Dec imos que e l  e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  ( X , l l )  es d i a g o n a l i -  
z a b l e  s i  v e r i f i c a  que:
- -  ( X , Vi ) es un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e
- -  X  ( U  ) = I  ( 1A  ) .O
1 . 2 4 . D e f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £ ) se d i c e  que es 
Rq s i  GC t .  y x £ G, e n t o n c e s   ^ x S C G .
1 . 2 5 . L e m a . S i  ( X , V i ) es un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e ,  e n t o n c e s :
( i )  O U =  U  ( { x  ^ x { x } ) .
*£ %
( i i )  ( X , U )  es R s i  y s ó l o  s i  O Vt = U  ( { x } x \ x  ^ ) .
° xeX
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P r u e b a ( i ) La d e m o s t r a c i ó n  de e s t a  p a r t e  es d i r e c t a .  Ob­
s é r v e s e  p o r  t a n t o  que l a  i n t e r s e c c i ó n  de t o d a s  l a s  b a n ­
das depende s ó l o  de l a  t o p o l o g í a  d e l  e s p a c i o .
( i i )  N e c e s i d a d . Veamos que
n u ,  C U K( { x l  X ) .  Si  ( x , y ) £  n 1A,
supongamos que y £  ; p o r  s e r  Rq , \ y )  d  X ^ { x \  ,
p e r o  de ( i )  x £ i y f r ,  l o  c u a l  es a b s u r d o .  Probemos l a
o t r a  i n c l u s i ó n :  s i  y e   ^ x V , como U( x )  es e n t o r n o  de x
y e l  e s p a c i o  es Rq , e n t o n c e s  ( x i C U ( x ) ,  i . e . ,  ( x , y ) £ O T A .
S u f i c i e n c i a . Sea x £  G £  E  ; 3 U £  V I , t a l  que 
U( x )  C  G. Si  y £ | x f ,  e n t o n c e s  p o r  h i p ó t e s i s  ( x , y ) £ n  V i ,  
p o r  t a n t o  y £ U ( x ) ,  l u e g o  X es Rq .
1 . 2 6 .  Lema. Sea "Lt p l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  a s o c i a d a  
a (X ,  Z  ) .
O V t p  €. p s i  y s ó l o  s i  X  es f i n i t a .
P r u e b a . La s u f i c i e n c i a  es t r i v i a l .
S i n i l p E  p , e n t o n c e s  3 G ^ , G^ , • . . , Gn £ X  t a l e s  que
n
C\ SP = O U D. Todo se r e d u c e  a p r o b a r  q u e | G , , G 9 , . . , G  }
i - i  Gi  P 1 Z n
es una subbase  de X . Sea G £ X  , V x £ G, d e f i n i m o s  I  y
O  G. como en l a  P r o p o s i c i ó n  1 . 1 3 .
** 1 -  "Como O  SP C  Sp,  t enemos que O  G.= í l S p ( x )  C  G. Por
i  = l  G¿ G L  1 i ' i  G
t a n t o  x £ D  G^ C  G .
1 . 2 7 .  TEOREMA. Sea ( X , E  ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  R .
( X , K p ) es d i a g o n a l i z a b l e  s i  y s ó l o  s i  X es s u p e r - O -
d i m e n s i o n a l  ( e s  d e c i r ,  cuando U. p sea u n i f o r m i d a d ) .
En d i c h o  c a s o ,  lA r e s u l t a  s e r  una u n i f o r m i d a do
l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  más f i n a  c o m p a t i b l e  con X .
   '> *P r u e b a . N e c e s i d a d . V x € X , { x \ es un £ ( U p ) - a b i e r t o
pues s i  y € { x y , e n t o n c e s  5 ^  — ( y ) = { y ) C  y x \ .
Como X es Rq , e n t o n c e s  son e q u i v a l e n t e s  l a s  a f i r m a ­
c i o n e s :  ye  í x }  , y ,  { y $ = \ x j  . A s í ,
H U n  = ^  (fx } x i x y ) , p o r  t a n t o  f l U D es un r x€ X '
Z ( H p X  I t p  ) - a b i e r t o  , i . e . ,  f) 1A p €  1ÁQ •
F i n a l m e n t e ,  s i  F es un Z  - c e r r a d o ,  V x £  F,  se t i e n e  que 
( n U p ) ( x ) =  { x j  es un £ ( l l  ) - e n t o r n o  de x ,  y como £ ( l i  ) = ^  
e n t o n c e s  [ x \  es un Z  - e n t o r n o  de x c o n t e n i d o  en F,  con 
l o  que es X - a b i e r t o .
S u f i c i e n c i a . ( E s t a  i m p l i c a c i ó n  es c i e r t a  en 
g e n e r a l ) .  Como ( X , Z ) es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l ,  es Rq y p o r  
t a n t o ,  d e l  Lema 1 . 2 5 . ( i i ) , F l l / t D = ( i x i  x \ x i ) *
Sea 1/1 l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de b a s e [ 0 1 A p ^ *
O b v i a m e n t e ,  U  p C  U Q* ^ x E X, ( O U p í C x ) :  | x !  es un 
Z - e n t o r n o  de x ,  l u e g o  Z  ( 1/t ) = X . Además,
n  u D = J r ¿  ( {  x S x í x j ) , con l o  que /O "Vi p es un
r  x £  X  '
~  *  *
x £ ) - a b i e r t o  y c o n s e c u e n t e m e n t e  es un b (T/ tpX U p ) -
- i *  *a b i e r t o .  R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  V es un t  ( U p x U  p ) - e n t o r n o  
de H U p ,  e n t o n c e s  es e v i d e n t e  que V U Q . Luego ( X , TA p ) 
es d i a g o n a l i z a b l e .
F i n a l m e n t e ,  como ( X , Z  ) es Rq , H  U  p es s i m é t r i c a ,  con 
l o  que ‘1/1Q es una u n i f o r m i d a d .  Sea 1A una c u a s i u n i f o r m i d a d  
c o m p a t i b l e  con Z  V U E 11 , V x £ X , U( x )  es un Z  - e n t o r n o
de x ;  como X es Rq , { x \ C. U ( x ) , p o r  t a n t o  O U p C U , i  . e . ,
u .
O
1 . 2 8 . N o t a . La h i p ó t e s i s  de s e r  Rq es n e c e s a r i a  en l a  
i m p l i c a c i ó n  d i r e c t a .  Veamos e l  s i g u i e n t e  c o n t r a e j e m p l o :
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Sea X = { O , l \  , *S = { 0 , X , {O i  ^ ( D i a d a  Conexa de A l e x a n d r o f f ) .  
X no es Rq , n i  p o r  t a n t o  s u p e r - O - d i m e n s i o n a l .  Veamos que 
( X , X I p ) es d i a g o n a l i z a b l e :
01 p = { XxX,  U = | ( 0 , 0 ) , ( l , l ) , ( l , 0 ) } j  .
Xip = { X x X , U , U ' , A ¡  , l u e g o  T C U p ) es d i s c r e t a .
Como O M p  = U, l a  f a m i l i a  de b (14, pX U p ) - e n t o r n o s  de O X l p  
c o i n c i d e  con l a  de l o s  s u p e r c o n j u n t o s  de U, i . e . ,
U 0 = U p  •
Por  t a n t o  ( X , X(, ) es un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  c o m p a t i b l e  
con *£ .
1 . 2 9 . N o t a . De l o s  Teoremas 1 . 2 1  y 1 . 2 7 ,  tenemos que s i  
(X ,  ^  ) es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l ,  t a n t o  X{, p como 74,0 son 
s endas  u n i f o r m i d a d e s  c o m p a t i b l e s  con £  . Según e l  Lema 
1 . 2 6  vemos que d i c h a s  u n i f o r m i d a d e s  son d i s t i n t a s  s i e m p r e  
que l a  t o p o l o g í a  sea i n f i n i t a  ( p o r  e j e m p l o ,  un e s p a c i o  
d i s c r e t o  i n f i n i t o ) .  L u eg o ,  en g e n e r a l ,  XX p CL Xí' 3^ ' ^
Un c o n c e p t o  í n t i m a m e n t e  l i g a d o  a l  de c u a s i u n i f o r m i d a d  
es e l  de c u a s i p r o x i m i d a d . A c o n t i n u a c i ó n  e s t u d i a m o s  l a  
c u a s i p r o x i m i d a d  p a r t i c u l a r  d e l  e s p a c i o  de P e r v i n ,  que 
como veremos posee c i e r t a s  p r o p i e d a d e s  i n t e r e s a n t e s .
1 . 3 0 . De f i n i c i ó n . Sea X i  0 .  Una r e l a c i ó n  £ en l a  f a m i l i a
de l a s  p a r t e s  de X, P ( X ) ,  se d i c e  que es una c u a s i p r o x i ­
midad en X s i  v e r i f i c a  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :
- -  ( a )  X í  0 ,  y , 0 í  X.
- -  ( b ) V x 6 X , { x i £ J x } .
—  ( c )  C £ ( A U B )  s i  y s ó l o  s i  C £ A, ó,  C £ B.
-27-
( A U B )  £ C s i  y s ó l o  s i  A £ C, ó,  B £ C.
- - ( d )  S i  A t  B,  e n t o n c e s  3 C C X  t a l  que A t  C, y ,
( X -  C) l  B.
S i  £ es una c u a s i p r o x i m i d a d  en X, t a m b i é n  l o  es l a  
r e l a c i ó n  s i m é t r i c a  £ ' .  Se puede v e r  f á c i l m e n t e  que l a  
a p l i c a c i ó n  c l £ : P ( X )  P ( X ) d e f i n i d a  p o r
c l £ ( A ) = { x € X : { x $ £  A } 
es un o p e r a d o r  c l a u s u r a  en X; p o r  t a n t o  cabe h a b l a r  de 
l a  t o p o l o g í a  i n d u c i d a  p o r  una c u a s i p r o x i m i d a d ,  que d e s i g n a ­
remos m e d i a n t e  ( £ ) .
Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , T )  se d i c e  que a d m i t e  una 
c u a s i p r o x i m i d a d  £ (o que £ es c o m p a t i b l e  con £  ) s i £ ( £ ) =  *£ .
1 . 3 1 . D e f i n i c i ó n . S i  ( X , U  ) es un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e ,
*
se puede p r o b a r  que l a  r e l a c i ó n  £(  M, ) en P ( X ) dada p o r
A £ ( U )  B s i i  ( A x B ) H  0,  V U £ H  ,
es una c u a s i p r o x i m i d a d  en X, que l l a m a r e m o s  c u a s i p r o x i m i d a d  
a s o c i a d a  a U  .
R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  £ es una c u a s i p r o x i m i d a d  en X, puede 
t a m b i é n  d e m o s t r a r s e  que l a  f a m i l i a  de p a r t e s  de XxX
S £ = { T ( A , B ) : A t  B } , donde T ( A , B ) =X 2~ ( AxB ) ,
es subba se  de una c u a s i u n i f o r m i d a d ,  t t ( £ ) ,  en X, que l l a m a r e ­
mos c u a s i u n i f o r m i d a d  a s o c i a d a  a l a  c u a s i p r o x i m i d a d  £ .
Es f á c i l  c o mp ro b a r  que p a r a  c u a l q u i e r  c u a s i p r o x i m i d a d  £ 
£(  vi  ( £ )  ) = £ .
S i n  embargo ,  no se puede d e c i r  l o  mismo p a r a  l a s  
c u a s i u n i f o r m i d a d e s ; t a n  s ó l o  podemos a f i r m a r  que,  en 
g e n e r a l ,  U C f C l O )  CZ H  . ( 1 . 3 1 . 1 )
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1 . 3 2 . D e f i n i c i ó n :  C u a s i p s e u d o m é t r i c a s
S i  R es e l  c o n j u n t o  de l o s  números r e a l e s ,  una a p l i ­
c a c i ó n  d: XxX -----  R es una c u a s i p s e u d o m é t r i c a  s i  v e r i f i c a :
1 ) d ( x , y ) >/ 0 ; V ( x , y ) £  XxX.
2 ) d ( x , x ) =0 ; V x É X .
3)  d ( x , z ) £  d ( x , y ) + d ( y , z ) ; V ( x , y , z ) £  XxXxX.
S i  además c u m p l e :
4)  d ( x , y ) = 0  i m p l i c a  x=y ,
se d i c e  que d es una c u a s i m é t r i c a .
S i  d es una c u a s i p s e u d o m é t r i c a  en X es e v i d e n t e  que
d ' ( x , y ) = d ( y , x ) es o t r a  c u a s i p s e u d o m é t r i c a  en X, que l l a m a ­
mos c u a s i p s e u d o m é t r i c a  c o n j u g a d a  de d.
S i  de es una c u a s i p s e u d o m é t r i c a  en X, l a  f a m i l i a  
{ U^ : £ > 0 } , donde U£ = { ( x , y ) € X x X : d ( x , y ) < £ }
es base de una c u a s i u n i f o r m i d a d  en X que l l a ma mo s c u a s i ­
u n i f o r m i d a d  d e d u c i d a  de d y r e p r e s e n t a m o s  p o r  1A j  .
C o n s e c u e n t e m e n t e ,  d i n d u c e  s o b r e  X una t o p o l o g í a ,  l a  
d e d u c i d a  de , que d e n o t a r e m o s  p or
A s í  p u e s ,  l a  c u a s i p s e u d o m é t r i c a  c o n j u g a d a  d '  i n d u c e
una c u a s i u n i f o r m i d a d  t i ^ , que es p r e c i s a m e n t e  l a  c o n j u g a d a  
de t i ^ ,  p o r  l o  que es t o p o l o g í a  c o n j u g a d a  d e d u ­
c i d a  de I i  ..□
Un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  ( X , t i ) es c u a s i p s e u d o m é t r i -  
z a b l e  s i  e x i s t e  una c u a s i p s e u d o m é t r i c a  d en X t a l  que
U d = u  .
A n á l o g a m e n t e ,  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £  ) es c u a s i -  
p s e u d o m e t r i z a b l e  s i  e x i s t e  una c u a s i p s e u d o m é t r i c a  d en X 
t a l  que ^  ^ = *£
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Par a  p r o b a r  que en l a  e x p r e s i ó n  1 . 3 1 . 1  e l  s í m b o l o  
de i n c l u s i ó n  no puede s u b s t i t u i r s e  p o r  e l  de i g u a l d a d  
damos e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o :
1 . 3 3 .  C on s i d e r e m o s  en R l a  c u a s i p s e u d o m é t r i c a
d ( x , y ) =  m a x ( x - y , 0 )
Es f á c i l  v e r  que t o d o s  l o s  ^ . ^ - a b i e r t o s  p r o p i o s  son
de l a  fo r ma  ] x ,  + o o [  , con x £ R.
S i  d e s i gn am os  p o r  £ ( d )  a l a  c u a s i p r o x i m i d a d  a s o c i a d a
a K, ^ > es o b v i o  que
A £ ( d )  B s i i  d ( A , B ) = 0 ,
donde d ( A , B )  = i n f { d ( a , b )  : a £ A , b €. B } .
Es i n m e d i a t o  que IX, ^ cf. 1A p • Por  t a n t o  t o d o  se r e d u c e
a d e m o s t r a r  que l A ( £ ( d ) )  d  TAp :
S i  A £ ( d )  B, e n t o n c e s  d ( A , B ) = r >  0;  p o r  t a n t o ,
i n f  A > sup B. Sea t € ] s u p  B , i n f  A [  ; o b v i a m e n t e
AxB C T ] t ,  + o o [  x ] -oo , t [  , a s í  que
l a  banda s u b b á s i c a  de *Ltn , S-. . r C  T ( A , B )  .
r  J t  j 100
Not  a : Es c u r i o s o  que *W, (£(d) )  es una c u a s i u n i f o r m i d a d
e s t r i c t a m e n t e  menos f i n a  que "W'pJ
C o n s i d é r e s e  e l  a b i e r t o  ] 0 , +  o<3[ . Supongamos que 
S-i n r €. U , ( £ ( d ) ) ,  e n t o n c e s  e x i s t e n  j ( A . , B . ) \ n ,JO, + 00[ «■ i  ’ i  ' 1 = 1
t a l e s  que A. ¿ ( d )  B . , 1 ^ i  ^ n , y ,
1 1  n
] 0 , + o o [ x  ] - o o , 0 ]  CI U ( A . x B . ) .  A b s u r d o .
i= 1 1 1
1.  34 . De f  i n i c i ó n  . Dec i mos  que un e s p a c i o  c u a s i u n i f o r m e  ( X , l / l )  
es r e f l e x i v o  s i  V l ( £ ( l t ) )  = ”Vt .
1 . 3 3 . P r o p o s i c i ó n . Los e s p a c i o s  c u a s i u n i f o r m e s  de P e r v i n  
son r e f l e x i v o s .
P r u e b a . En p r i m e r  l u g a r  obser vemos  que en c u a l q u i e r
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e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £ )  l a  r e l a c i ó n
A £p B s i i  Af )  B ¿ 0 
es una c u a s i p r o x i m i d a d  c o m p a t i b l e  con £  , que l l a m a r e m o s
c u a s i p r o x i m i d a d  de P e r v i n  de ( X , £ ) .
Veamos que £p = £ ( l t p ) :
S i  A £p B,  e n t o n c e s  A n B ¿ 0 ,  con l o  que 3 x £  AO B.
V G £ t  , d i s t i n g u i m o s  dos c a s o s :
s i  x G, e n t o n c e s  0 ¿ ( [ x i x  X ) O ( AxB) C  ( AxB ) H , 
s i  x £  G, e n t o n c e s  Gf l  B / 0 ,  con l o  que 
0¿( AxB)  O (GxG) C  ( A x B ) O S g .
Por  t a n t o ,  A £(  U p )  B.
R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  A £ ( TAp )  B,  V G 6  ^  , ( A x B ) O S G;¿0 • 
supongamos que A O B  = 0,  sea G = X~B; AxB c  Gx(X^G)  y p o r  
t a n t o  ( Ax B) O 5 ^ = 0 .  A b s u r d o .
F i n a l m e n t e  demost ramos que l A ( £ p ) =  ^  p :
Recordemos que l a  s ubbase  de l ^ ( £ p )  e s t á  f o r mada  
p o r  l a s  bandas T ( A , B ) = X2~ ( Ax B) ,  con A ¿p B.  Por  t a n t o ,  
p a r a  d e m o s t r a r  l a  i n c l u s i ó n  d i r e c t a  b a s t a  con v e r  que l a s  
T ( A , B ) £  U p :
S i  A ¿p B, e n t o n c e s  A C. X~B; sea G=X~B € £. , e n t o n c e s  
A x B C  Gx( X- G)  y SGC T ( A , B ) .
R e c í p r o c a m e n t e ,  V G €. £  , sean A = G, B = X~ G , e n t o n c e s  
AH B = 0 con l o  que A tp  B. Además,  AxB = Gx(X~G) y 
T ( A , B ) = S g . Por  t a n t o  SG € M , ( £ p ) .
A c o n t i n u a c i ó n  pasamos a v e r  que l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  
de P e r v i n  no se c o n s e r v a  p a r a  e l  p r o d u c t o  de c u a s i u n i f o r m i ­
dades .
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1 . 3 6 .  D e f i n i c i ó n . Sea |  : i  £. I  j una f a m i l i a  de e s p a ­
c i o s  c u a s i u n i f o r m e s  y sea X= P1 X. . Por  c u a s i u n i f o r m i d a d
leí  1
p r o d u c t o  se e n t i e n d e  a q u e l l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  en X que es l a  
menos f i n a  de l a s  que m a n t i e n e n  c u a s i u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a s  
a l a s  p r o y e c c i o n e s  c a n ó n i c a s  P^ : X — *» X^ . Es i n t e r e s a n t e  
n o t a r  que l a  t o p o l o g í a  i n d u c i d a  p or  l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  
p r o d u c t o  es l a  t o p o l o g í a  p r o d u c t o .
1 . 3 7 .  C o n t r a e . ] e m p l o  1 . C o n s i d e r e m o s  l a  f a m i l i a  de e s p a c i o s
t o p o l ó g i c o s  { ( X ^ , ) : i  € N }  , donde l o s  X^ c o n t i e n e n  más
de un p u n t o  y l a s  son l a s  t o p o l o g í a s  d i s c r e t a s  de cada
X . .  De 1 . 2 2 ,  s i  7AÍ es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  a s o -í  ’ P
c i a d a  a ( X^ ,  ) ,  lAp es una u n i f o r m i d a d .
C o n s i d é r e s e  s o b r e  X= f l x .  l a  t o p o l o g í a  p r o d u c t o  £  ,
itN 1
que no puede s e r  l a  t o p o l o g í a  d i s c r e t a  d e l  p r o d u c t o  ( v e r  161 | ,
p a g . 1 0 1 ) .  En c o n s e c u e n c i a  e x i s t e  i  = 1,  2 , . . . , ^ ¿
t a l  que 1 | G. no es a b i e r t o  en X. S i n  embargo ,  P l G .  s í  es
ieisr 1 1
un c e r r a d o ,  p o r  l o  que l a  f a m i l i a  de a b i e r t o s  no c o i n c i d e  con
l a  de c e r r a d o s ,  de donde s i  'Hp es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de
P e r v i n  de ( X , %, ) , "Up no es una u n i f o r m i d a d  p o r  1 . 2 1 .
Es f á c i l  c o mp r o b a r  que l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o  de
una f a m i l i a  de e s p a c i o s  u n i f o r m e s  es l a  u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o .  
Por  t a n t o ,  l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o  de l o s  e s p a c i o s  
u n i f o r m e s  ( X ^ , 1 A p )  es una u n i f o r m i d a d .  A s í  pues 1/1 p no 
es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o .
Acabamos de v e r  que l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o  de una 
f a m i l i a  i n f i n i t a  de c u a s i u n i f o r m i d a d e s  de P e r v i n  no t i e n e  
p o rq ué  s e r  de P e r v i n .  Más aún,  i n c l u s o  p a r a  un número f i n i t o  
de e l l a s  l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o  no t i e n e  p o r q u é  s e r  de
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P e r v i n ;  como p r u e b a  e l  s i g u i e n t e
C o n t r a e . j e m p l o  2 . Sea R+ l a  s e m i r r e c t a  r e a l  p o s i t i v a  con l a  
t o p o l o g í a  u s u a l .  D i s t i n g u i m o s  l a s  s i g u i e n t e s  c u a s i u n i f o r m i ­
dades :
U Q es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  de R + .
+ +es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  de R xR , con 
l a  t o p o l o g í a  p r o d u c t o ,  
u  es l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o  de (R+ , ^ g )  P ° r
s í  mismo.
Veremos que 1/1 p (p- 1A/ •
Para  e l l o  b a s t a  h a l l a r  un a b i e r t o  G de R+ xR+ t a l  que 
Sj-j ^  1A, . D i c h o  o b j e t i v o  e q u i v a l e  a p r o b a r  que no c o n t i e n e  
n i n g u n a  banda b á s i c a  de 1A  .
De l a  d e f i n i c i ó n  de l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  p r o d u c t o  
sabemos que t o d o  c o n s i s t e  en v e r  que s i
1 2* 1 n 1 ’ 2 m son a b i e r t o s  de R ,
2 n 2 m
Pí  SCI V °  P2 ( í?1 SBj ) ^  SG ’
donde p ^ ,  i = l , 2 ,  son l a s  p r o y e c c i o n e s  c a n ó n i c a s  de X=R+ xR+ 
en R + ; pT ( U) = [ ( x , y ) £  X : ( p i ( x ) , p . ( y ) ) £  U i .
Con l a  n o m e n c l a t u r a  usada en 1 . 1 2 ,  b a s t a  e n c o n t r a r
dos p a r t i c i o n e s  ( I , J )  £  y ( K , H ) € <T> t a l e s  quen m
p72( ( na . Da ' . ) x ( 0  a. )) n  p ; 2( (0  b. n  b; )x(n b, )) <± sr .
1 i  1 J J l 1 2 fC H h K k ' G
Para e l l o  hay que h a l l a r  ( (  x^  , y^  ) , ( x 2 , y 2 ) ) £  XxX t a l  q ue :  •
a)  P1 ( ( x 1 , y 1 ) , ( x 2 , y 2 ) )  = ( x 1 , x 2 ) €  ( 0  A ^  A j  ) x (  O A¿ ) .
b) P2 ( ( x r y i M x 2 >y 2 ) ) = ( y i > y 2 ) e  ( j^ Bk Q Bh ) x ( í ^  V ’
c)  ( x 1 , y 1 ) £  G.
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d)  ( x 2 , y 2 ) 4- G -
A n t e s  de e l e g i r  e l  a b i e r t o  G c o n v e n i e n t e  no temos que
l a  f a m i l i a  ) O  A . O  A 1. : ( I , J ) E  í  es s i e m p r e  un c u b r i m i e n t o
1 I  i j  J n J
de R+ .
Sea G= { ( x , y ) £  X : x < y ¡ . Ob v ia me n t e  G es un a b i e r t o
de X. Sea x^ un e l e m e n t o  c u a l q u i e r a  de R+ , e n t o n c e s  e x i s t e
( I , J )  t a l  que x i ^ * ^ ^ i j ^ j  * Como que es
a b i e r t o  de R+ , e x i s t e  x ^ C H A ^  t a l  que x ^ i  x^  .
Sea y ^  ]  x !  » x2 [  » X sea ( K , H ) €  t a  1 que
y ^ O B ^ H B ^ .  A n á l o g a m e n t e ,  e x i s t e  ^ 2 ^  ^  que
K H K
X1 < y 1 < y2 < x2 •
E l e g i d o s  de e s t a  fo rma
x i * x2 * y i  *y2 ^  R+ es o b v i o  que
v e r i f i c a n  l o s  a p a r t a d o s  a , b , c ,  
d a n t e r i o r e s .
Para  una m e j o r  c o mp re n ­
s i ó n  d e l  c o n t r a e j e m p l o ,  damos 
una i l u s t r a c i ó n  g r á f i c a .
f




Sabemos que l a  t o p o l o g í a  ?  de un e s p a c i o  c o m p l e t a m e n ­
t e  r e g u l a r  v i e n e  d e f i n i d a  p o r  e l  a n i l l o  de l a s  f u n c i o n e s  
r e a l e s  c o n t i n u a s  C( X) s o b r e  X, o e l  de l a s  c o n t i n u a s  y a c o ­
t a d a s  C * ( X ) .  Ahor a  veremos que s i  un e s p a c i o  es f u e r t e m e n t e  
c e r o - d i m e n s i o n a l ,  e n t o n c e s  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  GAp v i e n e  
dada p o r  C * ( X ) .
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N e c e s i t a r e m o s  una d e f i n i c i ó n  y un lema p r e v i o s :
1 . 5 8 . D e f i n i c i ó n . Dec i mos  que l a  f u n c i ó n  f  r e a l  s o b r e  X es 
P - c o n t i n u a  ( c o n t i n u a  en s e n t i d o  " P e r v i n " )  s i  es c u a s i u n i -  
f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  e n t r e  l o s  e s p a c i o s  (X,TA-p)  y R, donde 
R se c o n s i d e r a  p r o v i s t o  de l a  u n i f o r m i d a d  que e n g e n d r a  l a  
m é t r i c a  u s u a l .
A s í  f  es P - c o n t i n u a  s i  y s ó l o  s i  
V£> 0 , 3 G^ , G2 > . . . » G n a b i e r t o s  de X de manera que
(f,f)( n s ) c u£,
3 = 3 i
s i e n d o  ( f , f ) ( x , y ) = ( f ( x ) , f ( y ) ) ,  l a  banda s u b b á s i c a
u s u a l  de U p  y U  ^ = { ( s , t ) € . R 2 : | s - t | < £ j  .
En l o  s u c e s i v o  Cp( X)  r e p r e s e n t a r á  a l  c o n j u n t o  de l a s  
f u n c i o n e s  P - c o n t i n u a s  de X.
1 . 3 9 . Lema. S i  X es un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  e n t o n c e s  C p ( X ) = C* ( X )
P r u e b a . Sea f € C p ( X ) .  C o n s i d e r e m o s  l o s  a b i e r t o s
n
G. , G . , . . . ,G de X de manera que ( f , f ) ( D  Sp ) C  U, .
1 2 n i -1 i
E n t o n c e s ,  V x £  X, f (  O  G . )  C  ] f ( x ) - 1 , f ( x ) + l  [ ,
Ix  1
n
( X ,  s i  x 4. U  G. 
s i e n d o  r ) G . =  i 1 n
1 l  O  { G . : x £  G . ¡ , s i  x € Ü G .  
n 1 1  i=l  1
ya que O  Sr  = U  ( { x } x n  G. )  según l a  P r o p o s i c i ó n  1.  
i - i  i  Jv -1
13
Como l a  f a m i l i a  í (1 G. : x £  X i  t i e n e  s ó l o  una c a n t i d a d  
lx  i  J
f i n i t a  de e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  y c u b r e  a X, e n t o n c e s
3 x ^ x ^ ,  . . . , x  CX de manera que
P
X = Ú  ( n  G. ) ;
j= l  I.J i
p e r o ,  V j  = l , 2 ,  . . .  , p ,  f (  O G. )  e s t á  a c o t a d o  en R, p o r  t a n t o ,
i * .  1J
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p
como f ( X) = U  [ f (  O G. )  ] ,  se t i e n e  que f ( X ) e s t á  a c o t a d o .
1
R e c í p r o c a m e n t e s i  f £ C * ( X ) ,  sea k > 0  t a l  que
f  ( X ) C  [ - k , k ] ,  y dado ¿> 0 ,  sean t  ^ , t  ^ > • • • > t  € [ - k , k ]
n
de manera que [ - k , k ]  C. U 1 1 . — ~  , t . + -| [ .
xzi 1 1 2
Y i  = l , 2 , . . . , n ,  c o n s i d e r e m o s  l o s  a b i e r t o s
G. = f *  ( l t . - i f .  , t . +  ¿ [ ) .  i  1 i  z 9 i  z
w
Veamos que ( f , f ) (  í )  Sp ) c U .  :
i : i  5 i
V x £ X , como f ( x ) €  [ - k , k ]  , 3 i  de manera que x £ G . .
1o
V y €  O  G. tenemos que y £ G .  , de l o  que se d e du c e :
1 1o
| f ( y ) - f ( x ) | <  | f  ( y ) - 1 . | + | t  - f ( x ) | < í  + i  = £ .
o o  1
Por  t a n t o ,  f C C p ( X ) .
Denotemos p o r  1A l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  ( u n i f o r m i d a d )
que t i e n e  p o r  subbase  l a  f a m i l i a  { Uf  : f £ C * ( X ) , £ > 0  } ,
r ti,
-  J
s i e n d o  U _ = ( f , f )  ( U¿-) . Se t i e n e  e n t o n c e s  l a  s i g u i e n t eT »c c
1 . 4 0 . P r o p o s i c i ó n . S i  X es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l ,  e n t o n c e s ^  = ^ p .
P r u e b a . D e l  Lema 1 . 3 9 ,  es e v i d e n t e  que A tC . ’U .p. Veamos 
e l  r e c í p r o c o :
Sea S^ una banda s u b b á s i c a  de ^  p . Sea l a  f u n c i ó n  
c o n t i n u a  y a c o t a d a  f  dada p o r  f ( x ) = l  s i  x £ G, f ( x )=0 en 
caso c o n t r a r i o .  Es o b v i o  que
( f . f M U j )  = (GxG) U  [ ( X ~ G ) x ( X ~ G ) j C  SG, 
s i  £< 1 , y p o r  t a n t o  "U p C
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1 . 4 1 . NOTA. O b s e r v a r  que e l  r e c í p r o c o  de l a  P r o p o s i c i ó n  1 . 4 0  
es e v i d e n t e m e n t e  c i e r t o ,  ya que IX es s i e m p r e  u n i f o r m i d a d .
Además,  s i  d eno t amos  m e d i a n t e  ^ c * ( X )  a ur, i f o r m i "  
dad d e f i n i d a  en e l  c o m e n t a r i o  p r e v i o  a 1 . 4 0 ,  se t i e n e ,  
u t i l i z a n d o  l o s  r e s u l t a d o s  1 . 2 1 ,  1 . 2 7  y q ue :
s u p e r - O - d i m e n s i o n a l * *  ► Rq y l o c a l m e n t e  m i n i m a l  ( 2 . 1 ) ,
e n t o n c e s ,  p a r a  l o s  e s p a c i o s  Rq son e q u i v a l e n t e s :
( i )  2í p  es d i a g o n a l i z a b l e .
( i i )  X es l o c a l m e n t e  m i n i m a l .
( i i i )  X es s u p e r - O - d i m e n s i o n a l .
( í v ) U  p = U Z H X ) •
( v )  %i p es una u n i f o r m i d a d .
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Capítulo 2: ESPACIOS T0P0L0GIC0S CON UNA UNICA
CUASI-UNIFORMIDAD COMPATIBLE
C o n t e n i d o :
( * )  - - L a  c o n j e t u r a  de P. F l e t c h e r  p a r a  e s p a ­
c i o s  r e g u l a r e s  y H a u s d o r f f  ( h a s t a  2 . 1 2 )
- - P r o p i e d a d e s  de l o s  e s p a c i o s  uqu ( " 2 . 1 7 )
- - L a  c o n j e t u r a  de F l e t c h e r  p a r a  l o s
e s p a c i o s  ( " 2 . 2 8 )
- - H e r e d i t a b i l i d a d  de l o s  e s p a c i o s  uqu ( " 2 . 3 3 )
- - D o s  c l a s e s  de e s p a c i o s  uqu i n f i n i t o s  ( " 2 . 3 9 )
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Resumen del Capítulo 2
La P r o p o s i c i ó n  2 . 2  d e m u e s t r a  que l o s  e s p a c i o s  s u p e r -  
O - d i m e n s i o n a l e s  y l o s  de t o p o l o g í a  f i n i t a  poseen una base 
de e n t o r n o s  u n i t a r i a  ( se l e s  denomi na  " l o c a l m e n t e  m i n i m a ­
l e s " ,  d e f i n i c i ó n  2 . 1 ) y en c o n s e c u e n c i a  a d m i t e n  una c u a s i ­
u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  máx ima.  Los e s p a c i o s  que a d m i t e n  
una ú n i c a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  (que denominamos 
m e d i a n t e  " e s p a c i o s  uqu"  ( u n i q u e  q u a s i - u n i f o r m i t y ) ,  d e f i ­
n i c i ó n  2 . 5 )  son e l  o b j e t o  p r i m o r d i a l  de e s t e  c a p í t u l o ,  y 
ya en e l  C o r o l a r i o  2 . 6  se dan l o s  p r i m e r o s  r e s u l t a d o s  i n ­
t e r e s a n t e s :  S i  X es c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  ( T y c h o n o f f )  y
u qu,  e n t o n c e s  su t o p o l o g í a  es f i n i t a  (X es f i n i t o ) .  P u e s t o  
que de l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 9  sabemos que t o d o  e s p a c i o  Rq es 
Qq ( d e f i n i c i ó n  2 . 8 ) ,  ob tenemos  e l  Teorema 2 . 1 0  que g e n e ­
r a l i z a  e l  C o r o l a r i o  2 . 2  ( | 3 4 1) de L i n d g r e n ,  dando como c o n ­
s e c u e n c i a  e l  C o r o l a r i o  2 . 1 1 :  Para  e s p a c i o s  r e g u l a r e s  ( T 2 )
s e r  uqu es e q u i v a l e n t e  a que su t o p o l o g í a  sea f i n i t a  (X sea 
f i n i t o ) .  En 2 . 1 2  se da un e s p a c i o  con una máxima c u a s i ­
u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  que no es l o c a l m e n t e  m i n i m a l ,  a s í  
como un e s p a c i o  s u p e r c o m p a c t o , l o c a l m e n t e  m i n i m a l  que no 
es uqu.  Parte de l comienzo se nos ha publicado en 1151.
Comienza l a  segunda s e c c i ó n  con l a  d e f i n i c i ó n  2 . 1 3  de 
Q - c u b r i m i e n t o  y e s p a c i o  Q - f i n i t o ,  d e b i d a s  a W. F.  L i n d g r e n ,
| 3 5 | , y con l a s  d e f i n i c i o n e s  de e s p a c i o  c u a s i - c o n e x o , 2 . 1 4 ,  
( p o s e e  a l o  sumo una c a n t i d a d  f i n i t a  de c o n j u n t o s  c l o p e n )  
y de e s p a c i o  P , d e f i n i c i ó n  2 . 1 5 ,  ( p o s e e  a l g ú n  a b i e r t o  " m a x i -  
m a l " ) .  La P r o p o s i c i ó n  2 . 1 6 ,  según l a  c u a l  l o s  e s p a c i o s  uqu 
son Q - f i n i t o s ,  m o t i v a  l a  f o r m u l a c i ó n  d e l  Teorema f u n d a m e n ­
t a l  2 . 1 7  de e s t a  s e c c i ó n  que r eú ne  l a s  p r o p i e d a d e s  más i m ­
p o r t a n t e s  de un e s p a c i o  uqu :  s u p e r c o m p a c i d a d , B a i r e ,  c u a s i -
c o n e x o ,  no c o n t i e n e  f a m i l i a s  a b i e r t a s  i n f i n i t a s  p a i r w i s e -  
d i s j u n t a s ,  PQ y n i n g u n a  s u c e s i ó n  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  
de c e r r a d o s  es de u n i ó n  c e r r a d a .
E l  s i g u i e n t e  a p a r t a d o  da de i n m e d i a t o  una p r o p o s i c i ó n  
r e l e v a n t e ,  2 . 1 8 :  N in gú n  e s p a c i o  uqu t i e n e  c e r r a d o s  i n f i ­
n i t o s  n u m e r a b l e s .  S i  un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es t o t a l m e n ­
t e  a c o t a d o  ( d e f i n i c i ó n  2 . 1 9 ) ,  es p r e c o m p a c t o ,  s i e n d o  f a l s o  
e l  r e c í p r o c o  ( 2 . 2 0 ) .  De l o s  lemas 2 . 2 1  (La c u a s i - u n i f o r m i ­
dad de P e r v i n  es l a  más f i n a  de l a s  c o m p a t i b l e s  t o t a l m e n t e  
a c o t a d a s )  y 2 . 22 , se c o n c l u y e  l a  c a r a c t e r i z a c i ó n  g e n e r a l  de 
l o s  e s p a c i o s  uqu (Teorema 2 . 2 3 ) :  X es uqu s i  y s ó l o  s i
t o d a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  es t o t a l m e n t e  a c o t a d a .
O t r a  c a r a c t e r i z a c i ó n  p a r a  e s p a c i o s  uqu,  d e n t r o  de l a  c l a s e  
de l o s  T^ ,  l a  o f r e c e  e l  Teorema 2.  25:  Para  e s p a c i o s  T^ ,
X es uqu s i  y s ó l o  s i  e l  c o m p l e m e n t a r i o  d e l  c o n j u n t o  c u yo s  
e l e m e n t o s  t i e n e n  t o d o s  sus e n t o r n o s  c o f i n i t o s  es t o t a l m e n ­
t e  a c o t a d o  p a r a  c u a l q u i e r  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  y 
además X no posee c e r r a d o s  i n f i n i t o - n u m e r a b l e s .  Como s i m -  
l e s  c o r o l a r i o s  tenemos 2 . 2 6 :  Un e s p a c i o  c o f i n i t o  es uqu
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s i  y s ó l o  s i  no es i n f i n i t o - n u m e r a b l e  ( e q u i v a l e n t e m e n t e ,  s i  
es de B a i r e ) ;  y además 2 . 2 8 :  Todo e s p a c i o  que posee a
l o  sumo una c a n t i d a d  f i n i t a  de a b i e r t o s  no c o f i n i t o s  y es 
no n u m e r a b l e  es uqu.
E l  p á r r a f o  s i g u i e n t e  e mp i e z a  con un método que p e r m i t e  
c o n s t r u i r  l a  e x t e n s i ó n  de una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  
d e f i n i d a  s o b r e  un c o n j u n t o  c l o p e n  de un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  
X a t o d o  e l  e s p a c i o  X, de manera  que l a  t o p o l o g í a  d e d u c i d a  
de l a  e x t e n s i ó n  c o i n c i d a  con l a  i n i c i a l  de X ( P r o p o s i c i ó n  
2 . 2 9 ) ,  de l o  que se c o n c l u y e  ( C o r o l a r i o  2 . 3 0 )  que l a  p r o ­
p i e d a d  de s e r  uqu es c l o p e n - h e r e d i t a r i a , aunque e s t e  r e s u l ­
t a d o  queda l i g e r a m e n t e  m e j o r a d o ,  con ayuda d e l  Lema 2 . 3 1  
( L a s  t o p o l o g í a s  menos f i n a s  de un e s p a c i o  uqu s i g u e n  s i e n ­
do uqu)  y de l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 3 2 ,  que nos p e r m i t e n  o b t e ­
n e r  e l  C o r o l a r i o  2 . 3 3 :  La p r o p i e d a d  de s e r  uqu es h e r e ­
d i t a r i a m e n t e  a b i e r t a .  E l  e s t u d i o  de t o d o s  l o s  e j e m p l o s  más 
c o n o c i d o s  de e s p a c i o s  uqu nos l l e v a  a p l a n t e a r n o s  e l  s i g u i e n ­
t e
PROBLEMA: ¿Es l a  p r o p i e d a d  de s e r  uqu c e r r a d a  h e r e d i t a r i a ­
mente?
La s e c c i ó n  que s i g u e  r e c a l c a  con l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 3 3  
una c l a s e  de e s p a c i o s  uqu que c o n t i e n e  a l  E j e m p l o  1 de W. F.  
L i n d g r e n  como caso p a r t i c u l a r  ( l o s  e s p a c i o s  c o f i n i t o s  de 
c a r d i n a l  no i n f i n i t o - n u m e r a b l e ) .  M e d i a n t e  l a  P r o p o s i c i ó n
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2 . 3 7  se da una segunda c l a s e  de e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  uqu 
b i e n  o r d e n a d o s  cuya  t o p o l o g í a  puede s e r  de un c a r d i n a l  
c u a l q u i e r a  ( c o r o l a r i o  2 . 3 8 ) ;  e s t a  c l a s e  se g e n e r a l i z a  d e s ­
pués (Teorema 2 . 3 9 )  a e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  l i n e a l m e n t e  o r ­
denados  con e l e m e n t o  máximo cuya  t o p o l o g í a  se basa en un 
s u b c o n j u n t o  b i e n  o r d e n a d o .  E l  E j e m p l o  2 de L i n d g r e n  de e s ­
p a c i o  t o p o l ó g i c o  uqu i n f i n i t o  es una caso p a r t i c u l a r  de e s t e  
ú l t i m o  t e o r e m a .
-42-
Capítulo 2: ESPACIOS TOPOLOGICOS CON UNA UNICA QUASI-
UNIFORMIDAD COMPATIBLE
2 . 1 .  D e f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , ) d ec imo s  que es
l o c a l m e n t e  m i n i m a l  s i  t o d o  p u n t o  posee una base de e n t o r n o s  
u n i t a r i a ,  i . e . ,  V x £ X ,  3 G €. £  , x £ G  , t a l  que t o d o  e n t o rX. X
no de x c o n t i e n e  a Gx
2 . 2 . P r o p o s i c i ó n .
( i )  Todo e s p a c i o  s u p e r - O - d i m e n s i o n a l  es l o c a l m e n t e  
m i n i m a l .
( i i )  S i  ( X , £ ) es l o c a l m e n t e  m i n i m a l  y G x es e l  e n t o r n o
mín i mo de x £ X ,  e n t o n c e s  B= U "  (£x} xG ) e n g e n d r a  una c u a s i -
* £ . *  x
u n i f o r m i d a d  X(, g , que es l a  más f i n a  de l a s  c o m p a t i b l e s .
( i i i )  S i  ^  es f i n i t a ,  e n t o n c e s  (X ,  £  ) es l o c a l m e n t e
m i n i m a l  y V g £ ^ / 3 x ^ , X 2 , . . . , x n £ X t a l e s  que
n
G = U  G . 
i i l  x i
P r u e b a . S ó l o  ve remos ( i i ) .
Para p r o b a r  que ( B ]; es base de una c u a s i - u n i  f o r m i d a d  
s ó l o  hay que v e r  que B*B=B:
S i  ( x , y ) £ B * B ,  3 z £  X t a l  que ( x , z ) £ B  y ( z , y ) £  B ,
de l o  que z £ G , y £  G ; como G es un e n t o r n o  de z ,X Z X
G C G , l u e g o  y £ G  C  G , y a s í  ( x , y ) £ B .Z X Z X
Es o b v i o  que T l g  es c o m p a t i b l e  con ( X , ? ) .  Además
s i  Xt  es una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con ( X , £ ) ,
V U £. 1A, y V x £ X ,  como U( x )  es un e n t o r n o  de x ,
G C  U( x )  a s í  que [ x } xG C U ,  e n t o n c e s  B¿LU y x x
U £  XXg .
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2 . 3 .  Lema. S i  ”U/ y son dos c u a s i - u n i  f o r m i d a d e s  c o m p a t i b l e s  
con ( X ,  * £ ) ,  se t i e n e  que 0 1 / 0 = 0 ^ " " .
P r u e b a . S i  ( x , y )  £ U ,  VU£ .1 /L ,  e l l o  s i g n i f i c a  que
y £ U ( x ) ,  V U £ 1C 9 y en c o n s e c u e n c i a  e l  e l e m e n t o  y e s t á  
en t o d o  e n t o r n o  de x .
A hora  b i e n ,  { V ( x ) : \l £  es base de e n t o r n o s  de x ,  
p o r  t a n t o  y € V ( x ) , V V £ V 7 ^ ,  a s í  que ( x , y  ) £  V,  V V £  ;
con l o  que O ÍA /C I f l  . La o t r a  i n c l u s i ó n  es a n á l o g a .
Una r e s p u e s t a  p a r c i a l  a l a  c o n j e t u r a  de P. F l e t c h e r  
v i e n e  dada en l a  s i g u i e n t e
2 . 4 . P r o p o s i c i ó n . Pa r a  un e s p a c i o  t o p l ó g i c o  ( X , ^  ) l a s  s i g u i e n ­
t e s  a f i r m a c i o n e s  son e q u i v a l e n t e s :
( i )  £  es f i n i t a .
( i i )  ( X , £  ) es l o c a l m e n t e  m i n i m a l  y a d m i t e  una s o l a
c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e .
P r ue ba  . ( i  ) ( i i ) .  p o r  s e r
f i n i t a  y de 2 . 2  sabemos que ( X , £  ) es l o c a l m e n t e  m i n i m a l .
S i  U  es una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e ,  como 1/L p t a m b i é n
l o  e s ,  p o r  e l  Lema a n t e r i o r  O  "VI = O  1/1 p . Por  d e f i n i c i ó n
de U D, H T ln  = ^  Sp £ .*U d - As í  que de e l l o  es
e v i d e n t e  que LL C. p .
R e c í p r o c a m e n t e ,  V G £ . £ ,  de 2 . 2 , e x i s t e n  x ^ x ^ ?  . • , x n £  G 
n
t a l e s  que G = G . Como V i  = 1 , 2 , . . . , n , G es uniz 1 x . X .1 A 1 1
e n t o r n o  m i n i m a l  de x . ,  e x i s t e  U . £  1/L t a l  que U . ( x . ) = Gi  i  ^ i  i  x ^
Sea V . c U t a l  que V . * V .  CT U. ;  o b v i a m e n t e  V . ( x . ) = G  ;1 ^ 1 1 1  i  i  x^
veamos que C. S^ :
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s i  ( x , y ) £  M. supongamos que x £ G  = V . ( x . )  (de l o  c o n t r a r i o
i  1
e s t á  c l a r o  que ( x , y ) £ S n ) ,  e n t o n c e s  ( x . , x ) £ V . ,  como
b 1 1
x i
U . ,  tenemos que ( x ^ , y ) £ L L ,  l u e g o  y € L L ( x ^ ) = G x ,
p o r  t a n t o  ( x , y ) £ S ^  . A s í ,  V i  = l , 2 , . . . , n , S^ £  H  .
x . x .
1
De l a  i g u a l d a d  G= U G , ob tenemos O Sp C . Sn , y a s í  Sn £ H  ,
i- i X • 5s l b b b
1 1 1 1 X .  1
de donde U p  C  "U .
( i  i ) —► ( i ) .  S i  ( X,  t ) es l o c a l m e n t e  m i n i m a l  y s ó l o  
a d m i t e  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e ,  e n t o n c e s  de 2.2 
U  = O ín . De 1 . 2 6 ,  como O s p = B £ U n , se t i e n e  que %ti r  QC-£ b r
e s f i n i t a .
2 . 5 . D e f i n i c i ó n . D i r e m o s  que un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , ) 
es uqu ( u n i q u e  q u a s i - u n i f o r m i t y ) cuando a d m i t a  una s o l a  
c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e .
2 . 6 . C o r o l a r i o .
( i )  S i  ( X , £  ) es c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  y uqu,  e n t o n c e s  
es f i n i t a .
( i i )  S i  ( X,  £  ) es de T i c h o n o f f  y uqu ,  e n t o n c e s  X es 
f i n i t o .
P r u e b a . ( i )  Como X es c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  y 'H p
es l a  ú n i c a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e ,  e n t o n c e s  ^ p  es 
una u n i f o r m i d a d .  De l  Teorema 1 . 2 1 ,  P r o p . 2 . 2  y 2 . 4  se c o n ­
c l u y e  que H es f i n i t a .
( i i )  De l  a p a r t a d o  ( i ) ,  sabemos que £  es f i n i t a ,  
p e r o  como X es T ^ , c a r d ( X ) ^ c a r d ( S ) .
2 . 7 . P r o p o s i c i ó n . S i  ( X , £  ) es uqu,  e n t o n c e s  es un e s p a c i o  
f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o .
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P r u e b a . Sea S> una base de £  que es c e r r a d a  p a r a  
i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s .  Por  h i p ó t e s i s ,  l a  c u a s i u n i f o r m i d a d  
T4, d , d e s c r i t a  en l a  P r o p . 1 . 9 ,  c o i n c i d e  con 'Vt D . de 1 . 1 1 ,D r
e l l o  i m p l i c a  que l a  base £> es f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o r a .
2 . 8 . D e f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  (X ,  t )  d ec im os  que es 
Qq s i  l a  c l a u s u r a  de c u a l q u i e r  c o n j u n t o  f i n i t o  es c o m p a c t o .
A c o n t i n u a c i ó n  r e l a c i o n a m o s  l o s  c o n c e p t o s  t o p o l ó g i c o s  
Qq y Rq con v i s t a s  a d ar  un r e s u l t a d o  que g e n e r a l i z a  e l
dado p o r  W.F.  L i n d g r e n  en e l  C o r o l a r i o  2 . 2  de | 34 | .
2 . 9 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  Rq es Qq . E l  
r e c í p r o c o  es f a l s o .
P r u e b a . Sea F= [ x } . Todo c o n s i s t e  en v e r  que F es 
c o m p a c t o :  S i  | G^: i £ l ]  es un c u b r i m i e n t o  a b i e r t o
de F,  e n t o n c e s  3 i  £ I  t a l  que x £  G ^ ; como e l  e s p a c i o  es
Rq se s i g u e  que F= | x ¡  C  G^.
Para  d e m o s t r a r  l a  f a l s e d a d  d e l  r e c í p r o c o  b a s t a  
c o n s i d e r a r  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o :
X= í 0 , 1 } ;  % = { 0 , X , { O } J .
2 . 1 0 . TEOREMA. S i  ( X , ^ )  es un e s p a c i o  Qq y uqu,  e n t o n c e s  
X es c o m p a c t o .
P r u e b a . Sea x £ X ;  sea F= { x }  y G = X ~ ' F .
Como X es Qq sabemos que F es c o m p a c t o ,  l u e g o  t o d o
c o n s i s t e  en d e m o s t r a r  que G es c o m p a c t o :
Sea { G ^ : i € .  I  } un c u b r i m i e n t o  a b i e r t o  de G. 
C on s i d e r e m o s  l a s  s i g u i e n t e s  f a m i l i a s  de a b i e r t o s  
£ £  : A C G .  p a r a  a l g ú n  i € l  }
5 2 = {A : x £ A } .
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sea b  = & x u  ü>2 . es f á c i l  p r o b a r  que S) es 
c e r r a d a  p a r a  i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s .  Veamos que 3  es 
base de T  :
Sea H £ £  , supongamos que x ^ H  (de l o  c o n t r a r i o  es
o b v i o ) .  A s í  H C G .  L u e g o ,  H = U  ( H f) G . ) , s i e n d o  H O G . €. 2> 1 .
i € I  1 1 1
De l a  P r o p . 2 . 7 ,  t enemos que X es f i n i t a m e n t e  g e n e ­
r a d o ,  l u e g o  3  es una base f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o r a .  Por  
t a n t o ,  s u p o n i e n d o  que G sea un a b i e r t o  p r o p i o  (de l o
c o n t r a r i o  es o b v i o ) ,  3 A^¿A2 » A £ ?> t a l e s  que
n
G = O  A . . 
j  = l  J
V j  = l , 2 , . . . , n ,  se t i e n e  que A . 3 , , e n t o n c e s  3 i  . £  I
J J
t a l  que A.  CZ G. . F i n a l m e n t e ,
J n
G C  L J  G.
J = 1 1 j
2 . 11 . C o r o l a r i o .
( i )  Sea (X ,  £  ) un e s p a c i o  de H a u s d o r f f .  ( X,  t  ) es
uqu s i  y s ó l o  s i  X es f i n i t o .
( i i )  Sea ( X , S  ) un e s p a c i o  r e g u l a r .  ( X,  S ) es uqu
s i  y s ó l o  s i  £  es f i n i t a .
P r u e b a . En ambos c a s os  l a  s u f i c i e n c i a  se d e s p r e n d e  o b ­
v i a m e n t e  de l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 4 .
( i )  Todo e s p a c i o  es Qq . E l  r e s t o  s i g u e  d e l  Teo­
rema 2 . 1 0  y de ( i i )  d e l  C o r o l a r i o  2 . 6 .
( i i )  Todo e s p a c i o  r e g u l a r  es Qq . E l  r e s t o  s i g u e  
d e l  Teorema 2 . 1 0  y de ( i )  d e l  C o r o l a r i o  2 . 6 .
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Acabaremos l a  p r i m e r a  p a r t e  de e s t e  c a p í t u l o  con un 
p a r  de C o n t r a e j e m p l o s :
2 . 1 2 .  C o n t r a e j e m p l o . E l  r e c í p r o c o  de ( i i )  de l a  P r o ­
p o s i c i ó n  2.2 no se v e r i f i c a  en g e n e r a l ,  o sea e x i s t e n  
e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  con una máxima q u a s i - u n i f o r m i d a d  
c o m p a t i b l e  y no son l o c a l m e n t e  m i n i m a l e s ,  como es e l  
c a s o  de R con l a  t o p o l o g í a  c o f i n i t a ,  que como se sabe 
es u q u .
Recordemos que un e s p a c i o  se d i c e  s u p e r c o m p a c t o  s i  
t o d o s  sus s u b c o n j u n t o s  son c o m p a c t o s .  Es o b v i o  que t o d o  
e s p a c i o  s u p e r c o m p a c t o  es f i n i t a m e n t e  g e n e r a d o ,  e l  s i ­
g u i e n t e  e j e m p l o  es de un e s p a c i o  s u p e r c o m p a c t o , l o c a l ­
mente  m i n i m a l  y s i n  embargo no es uqu:  c o n s i d é r e s e  en
N l a  t o p o l o g í a  £ = {  0 , N , [  n , — [ , n <£. N ] donde
£ n , —■- [  = { m 6 N : m ^  n } . E l  c o n j u n t o
A = { ( i , i  + j ) :  i ,  j  £ N  }
v e r i f i c a  que l a  d i a g o n a l  C. A y  A*A = A, p o r  l o
que A es l a  banda b á s i c a  de una q u a s i - u n i f o r m i d a d  1Á 
que o b v i a m e n t e  es c o m p a t i b l e  con £ .  La q u a s i - u n i f o r m i ­
dad " t i p  de P e r v i n  c o r r e s p o n d i e n t e  a £ es e s t r i c t a m e n t e
menos f i n a  que Vt ya que A= D  Sn según e l  Lema 2 . 3 ,
G££ ^
p e r o  f l  Sr  ¿  Víp según e l  Lema 1 . 2 6 .
G€£
A c o n t i n u a c i ó n  vamos a o b t e n e r  r e s u l t a d o s  r e l a t i ­
vos a e s p a c i o s  uqu,  con p r u e b a s  s e n c i l l a s ,  m e d i a n t e  l a s  
d e f i n i c i o n e s  de Q - C u b r i m i e n t o  y e s p a c i o  Q - F i n i t o  d e b i d a s  
a W. F . L i n d g r e n  | 35 | , y s i n  u t i l i z a r  p r o p i e d a d e s  r e f e ­
r e n t e s  a c u a s i - p r o x i m i d a d e s .
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2 . 1 3 . D e f i n i c i ó n . Sea ( X , £  ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o .
Se d i c e  que £ es un Q - C u b r i m i e n t o  s i  v e r i f i c a :
( i )  C C  £
( i i )  U C  = X
jm £
( i i i )  V x 6 X, Ax € £  , donde A^= H  ( C £ ?  : x £ C i .
Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  se d i c e  que es Q - F i n i t o  s i  t o d o  
Q - C u b r i m i e n t o  es f i n i t o .
jt»
s í  e es un Q - C u b r i m i e n t o  sea U^= U f  [ x } x A^ ) ;  
puede v e r i f i c a r s e  f á c i l m e n t e  ( v e r  135 | ) que l a  f a m i l i a  
S q = { Ug : £  es un Q - C u b r i m i e n t o  j
es subbase  de una q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  t r a n ­
s i t i v a U
2 . 1 4 . D e f i n i c i ó n . E l  e s p a c i o  (X,  t ) se d i c e  que es q u a s i -  
con ex o  s i  a d m i t e  a l o  sumo una c a n t i d a d  f i n i t a  de c o n j u n ­
t o s  c l o p e n .
2 . 1 5 . D e f i n i c i ó n . E l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £ ) se d i c e
que es Pq s i  posee a l g ú n  a b i e r t o  m a x i m a l ,  es d e c i r ,
*
s i  e x i s t e  G € £  t a l  que e l  ú n i c o  a b i e r t o  que c o n t i e n e  
e s t r i c t a m e n t e  a G es X.
Veamos que Rq i m p l i c a  P , no a s í  e l  r e c í p r o c o :
S i  ( X , T )  es Rq , d i s t i n g u i m o s  dos c a s o s :
Caso 1 : V x £ X, { x } =X.
E n t o n c e s  X es un e s p a c i o  i n d i s c r e t o .
Caso 2 . ]  x £ X  t a l  que f x } j& X.
Sea G = X ~ fx }  €. £  *  . Veamos que G es m a x i m a l :
S i  G' £ £ es t a l  que G, e n t o n c e s  G 'O { x }  i  0 ,  p o r
l o  que x £ G ' , y p o r  s e r  R0 , { x J C  G ' , i . e .  G '=X.
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Como c o n t r a e j e m p l o  de que e l  r e c í p r o c o  es f a l s o  
c o n s i d é r e s e  e l  e s p a c i o  X = { 0 , l }  con l a  t o p o l o g í a  
£ = {0 , X » ¡ 0 }  } .
2 . 1 6 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  uqu es Q - F i n i t o .
P r u e b a . Supongamos que (X,  £ )  es uqu .  Sea £  un
Q - C u b r i m i e n t o  de X. Como ^ p =  e n t o n c e s  Ug £ " U . p ,
con l o  que e x i s t e n  , G2 » • • • »-G €. £ * t a l e s  que
n
.n sP c  u, .1:1 *
Por  l o  t a n t o ,  emp leando  l a  n o t a c i ó n  de l a  P r o p o s i c i ó n
1 . 1 3 ,  t enemos que V x € X , H  G. C  A* .1  ^ 7 1 x
Sea T l a  f a m i l i a  f o r ma da  p o r  t o d a s  l a s  p o s i ­
b l e s  u n i o n e s  de t o d a s  l a s  p o s i b l e s  i n t e r s e c c i o n e s  de 
l o s  a b i e r t o s  G ^ G ^ ,  . . . >G ,X .  Es o b v i o  que F es f i n i t a .  
S i  C S £  , c o n s i d e r a m o s  dos c a s o s :
Caso 1 . 3 x e C t a l  que 1 ^ -0 .
E n t o n c e s  X= H  G. C A C  C , p o r  t a n t o  C=X.1 x
Caso 2 . V x  £  C, I  0.
A s í ,  V x £  C , H  G. C  A C  C, p o r  t a n t o
ix 1
c = u  ( n  g . )  .€. C I *  i  —
En c u a l q u i e r a  de l o s  c as o s  C £  F , es d e c i r  £  C. F 
y e n t o n c e s  £  es f i n i t a .
2 . 1 7 . TEOREMA. S i  ( X , £  ) es un e s p a c i o  Q - F i n i t o ,  se 
v e r i  f i c a n :
a)  X es s u p e r c o m p a c t o .
b)  X es B a i r e .
c )  X es q u a s i - c o n e x o .
d) No e x i s t e  n i n g u n a  f a m i l i a  a b i e r t a  i n f i n i t a  p a i r -  
w/ise d i s j u n t a .
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e ) X es Po
f )  N i ng u na  s u c e s i ó n  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de c e r r a ­
dos es de u n i ó n  c e r r a d a .
P r u e b a . a)  E s t a  d e m o s t r a c i ó n  es d i r e c t a .  Puede v e r s e  en 
I 35 | .
b)  Sea ( X , “E ) un e s p a c i o  Q - F i n i t o .  Sea { Gp una
s u c e s i ó n  e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  de a b i e r t o s  d e n s o s .
Dado e l  a b i e r t o  p r o p i o  H, d e f i n i m o s
V n >, 1,  H = H O Gv '  ’ n n
C o n s i d e r a m o s  dos c a s o s :
C a s o l .  3 n t a l  que Y m >, n , H = H------------  ^ t 9 m n
oo 00
E n t o n c e s  O H  = H , con l o  que H f l  ( O  G )=H £0 .
mu m n m : i m n
Caso 2.  V n 3 m > n t a l  que H ^  H ------------  '  ^ m n
Formamos l a  s u b s u c e s i ó n  e s t r i c t a m e n t e  d e c r e c i e n t e  
oo 
k.í H } *l  n k V - i
oo OO 00
A f i r m a m o s  que H f l  ( H  G ) = O  H = D h /  0 ,  de l o
n n = i n  K: i  n |<
c o n t r a r i o , e  = í h  r . u t x \  s e r í a  un Q - C u b r i m i e n t o
k
i n f i n i t o .
c )  En p r i m e r  l u g a r  vemos que s i  ( X , *£ ) es Q - F i n i t o  y
A es un c l o p e n  de X, e n t o n c e s  A es Q - F i n i t o :
Sea £  ^ un Q - C u b r i m i e n t o  de (A ,  X p ) . Formamos l a
f a m i l i a  5  - io U { X~A 1 , veamos que 5  es un Q - C u b r i m e n t oM
de X :
dado x £ X , s i  x £ X*A, e n t o n c e s  A = X ~ A £ £ : a l  c o n t r a r i o’ 1 . x  9
S /v
s i  x € A, e n t o n c e s  A =A £  L .’ x x A
A s í  pues £  es f i n i t a  y t a m b i é n  l o  es £
Veamos que X es q u a s i - c o n e x o :
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Supongamos que e x i s t e  una s u c e s i ó n  de c o n j u n t o s  c l o p e n
{ 7 00A V , .  C o n s i d e r a m o s  t r e s  c a s o s :  n í«-.i n
Caso 1. V n,  3 m> n t a l  que A ( £  U  A . .--------------- ^ m i? i  i
í i 00 'Podemos c o n s t r u i r  una s u b s u c e s i o n  j An t a l  que
k-i
A c±  U  A , V k >/ 2 .
n k i - i  n i  K
D e f i n i e n d o  V k >, 1.  B. = U  A , se t i e n e  quek 1:1 n ¿ ^
es un Q - C u b r i m i e n t o  i n f i n i t o .
n
Caso 2.  V n ,  3 m> n t a l  que O  A . A 
 !  i : i  i  ^  m
f i 00C o n s t r u i m o s  l a  s u b s u c e s i o n  { An i K. ¿ t a l  que
K-1 J. wn  An CfL An , V k > ,  2.
i- . i i  k K
D e f i n i e n d o  V k >, 1, B. = X~ M A , t enemos que' k i: i  n . ^i
£  = 1 Bk i " i U  i x i  es un Q - C u b r i m i e n t o  i n f i n i t o .
n n
Caso 3.  3 n  t a l  que V m >, n , O a . C A  C  V  A . .------------------------  „ i n  i  m a:i ifl
Sea n =min [  n : H  A . C  A C  .0  A . , V m ^ n j .o i =1 i  m 1=1 i  '
n0
Sea Y = .U A. . Como acabamos de v e r ,  ya que Y es un c l o p e n ,
f
se t i e n e  que Y es Q - F i n i t o ,  y como * A n )n. j  e s una s u c e s i ó n  
de c o n j u n t o s  c l o p e n  de Y, p o r  d e f i n i c i ó n  de n0 d i c h a  s u c e s i ó n  
v e r i f i c a  uno de l o s  dos ca so s  a n t e r i o r e s  r e s p e c t o  d e l  e s p a c i o  
Y, p o r  l o  que se l l e g a  a un a b s u r d o .
d) O b v i o ,  pues s i  { G ^  es una s u c e s i ó n  a b i e r t a  p a i r -
w i s e  d i s j u n t a  l a  f a m i l i a  £  = { G } . U  [ X} es un Q - C u b r i m i e n t on n-1
i n f i n i t o .
e) E v i d e n t e ,  s i  ( X , ) no f u e s e  P , e x i s t i r í a  una
¡ -00
s u c e s i ó n  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de a b i e r t o s  [ in;1 , e n t o n c e s
£  -- } G i "  U  í X J s e r í a  un Q - C u b r i m i e n t o  i n f i n i t o .1 n
, .00
f )  T r i v i a l ,  S i  { F fo^es l a  c i t a d a  s u c e s i ó n  de c e r r a d o s
oo n (V
y ^ u e r a  ün c e r r a d o ,  e n t o n c e s  £  ={ X~Fnl n:lU { X ~ F , x j
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s e r í a  un Q - C u b r i m i e n t o  i n f i n i t o .
A c o n t i n u a c i ó n  vamos a a b o r d a r  l a  c o n j e t u r a  de F l e t c h e r  
p a r a  l o s  e s p a c i o s  T^ ,  c a r a c t e r i z a n d o  además a q u e l l o s  e s p a c i o s  
c o f i n i t o s  que son uqu.
2 . 1 8 . P r o p o s i c i ó n . N in gú n  e s p a c i o  T ^ uqu posee  c o n j u n t o s  
c e r r a d o s  i n f i n i t o s  n u m e r a b l e s .
P r u e b a .  S i  M= [ x : n >, 1 } es un c e r r a d o  i n f i n i t o  d e l------------  i n
e s p a c i o  T^ ( X , *£ ) , sea A = í ( x n > x m) : n ‘ m 1 >
además sean B = A U ( M x X ~ M ) U ( X ~ M x X )  y S = { B 1 ;
es f á c i l  p r o b a r  que 3  es una s ubbase  p a r a  una q u a s i - u n i -  
f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  e s t r i c t a m e n t e  más f i n a  que ^  p • P ° r  
t a n t o  X no s e r í a  uqu.
NOTA: O t r a  fo rma  de d e m o s t r a r  l a  a n t e r i o r  P r o p o s i c i ó n ,  s i n  
n e c e s i d a d  de c o n s t r u i r  e x p l í c i t a m e n t e  l a  q u a s i - u n i f o r m i d a d  
c o m p a t i b l e  d i s t i n t a  de l a  de P e r v i n ,  c o n s i s t i r í a  en a p l i c a r
e l  a p a r t a d o  f )  d e l  Teorema 2 . 1 7  como s i g u e :
t i00C o n s i d é r e s e  M = i x . : i  ¿ n ] , e n t o n c e s  { M L .  es unan i  J » 1 n  n. i
s u c e s i ó n  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  de c e r r a d o s  cu ya  u n i ó n  
es M.
2 . 1 9 . D e f i n i c i ó n . E l  e s p a c i o  q u a s i - u n i f o r m e  ( X , ) se d i c e
que es t o t a l m e n t e  a c o t a d o  s i  V U£ “U, , e x i s t e n  A ^ , A2 » . . , A
n ini
t a l e s  que U A . = X  , y ,  U ( A . x A . )  C  U. 
i - . i  i  i ' - i  i  i
2 . 20 . D e f i n i c i ó n  . ( X , *lí ) se d i c e  que es p r e c o m p a c t o  s i
V U€*U , e x i s t e  un c o n j u n t o  f i n i t o  A t a l  que U( A) =X
Es e v i d e n t e  que s i  un e s p a c i o  es t o t a l m e n t e  a c o t a d o
es ^ im b ié n  p r e c o m p a c t o ,  m i e n t r a s  que e l  r e c í p r o c o  no es c i e r t o :
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C o n s i d e r e m o s  e l  e s p a c i o  ( N , £ )  d e l  C o n t r a e j e m p l o  2 . 1 2 .  
Como A no posee e l e m e n t o s  s i m é t r i c o s  d i s t i n t o s  de l o s  de l a  
d i a g o n a l ,  d i c h o  e s p a c i o  q u a s i - u n i f o r m e  ( N , t t )  no es t o t a l ­
mente  a c o t a d o .  O b v i a m e n t e ,  ya que A ( 0 ) = N ,  es p r e c o m p a c t o .
2 . 2 1 . Lema. En un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £ ) ,  U p  es l a  más 
f i n a  de l a s  q u a s i - u n i f o r m i d a d e s  c o m p a t i b l e s  t o t a l m e n t e  a c o t a ­
d a s .
P r u e b a . Sea 1A una q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  t o t a l ­
mente a c o t a d a .  Dada U €  H  , sean V,W £  Vi t a l e s  que
V *  V C  U ; W *  W C  V 
Como es t o t a l m e n t e  a c o t a d a ,  sean • • • > t a l e s  que
X = U { a . :  1 £ i  í  n } ;  U { A . x A . : l - i - n } c . w
i ’ i i
V i = l , 2 , . . . , n ,  e l i j a m o s  un p u n t o  x ^ £  A^ ,  e n t o n c e s  e x i s t e  un
a b i e r t o  G. t a l  que A . C W ( x . ) C G .  C l / ( x . ) ;  veamos que
i ^ 1 1 1 1  ^
H {  SG : l c i ^ n l C U  
i
D e f i n i m o s  1^ como en l a  P r o p o s i c i ó n  1 . 1 3 .  Todo se r e ­
duce a p r o b a r  que V x £ X , H  G . C  U ( x ) :
1
V y 6 n  G , sea i  £ { l , 2 , . . . , n } t a l  que x £  A ^ ; 
e n t o n c e s  ( x , x .  ) C A . x A . C  U C V ,  como x £ A . C G . ,  e n t o n c e s
’ i i i  * i i
y £ G ^ C V ( x ^ )  y a s í  ( x ^ , y ) £  V,  p o r  t a n t o
( x , y ) €  V *  V C U ,  en c o n s e c u e n c i a  y £  U ( x ) .
Es b i e n  s a b i d o  que l a  q u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  es 
t o t a l m e n t e  a c o t a d a .
2 . 2 2 .  Lema. S i  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , '£ ) es t a l  que t o d a  
q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  es t o t a l m e n t e  a c o t a d a ,  e n t o n c e s  
es Q - F i n i t o .
P r u e b a . De l a  d e m o s t r a c i ó n  de l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 1 6 ,  t o d o  
c o n s i s t e  en v e r  que ^  p = ^  Q *
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En v i r t u d  d e l  Lema 2 . 2 1 ,  como 14, g es t o t a l m e n t e  a c o t a ­
d a ,  1 4 g ^ p *  La i n c l u s i ó n  r e c í p r o c a  es s i e m p r e  c i e r t a .
2 . 2 3 .  TEOREMA. Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , *£ ) es uqu s i  y 
s ó l o  s i  t o d a  q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  es t o t a l m e n t e  
a c o t a d a .
P r u e b a . La n e c e s i d a d  es e v i d e n t e .  Probemos l a  s u f i ­
c i e n c i a  :
Sea 14, una q u a s i - u n i  f o r m i d a d  c o m p a t i b l e .  D e l  Lema 2 . 2 1  
sabemos que H e  ^  p • Veamos l a  i n c l u s i ó n  c o n t r a r i a :
Sea G un a b i e r t o  p r o p i o  de X, V x €  G, e x i s t e  £. H* t a l  
que U ( x ) C  G. A s í ,  G = U { u  ( x ) : x 6 G } ; c o n s i d e r e m o sX X
V x £  G, V 6  14, t a l  que V *  V C U  ; e n t o n c e sX ^ X X X
G = U t V ( x ) : x € G } . x
D e l  Teorema 2 . 1 7  y d e l  Lema 2 . 2 2 ,  sabemos que X es 
s u p e r c o m p a c t o ,  p o r  t a n t o  e x i s t i r á n  x ^ , X 2 » - « « > x n £.G t a l e s  
que G = U { V x ( x ^ ) : l ¿ i ^ n } ;
Sea U = f l  ¡ V  : 1 4 i  £ n } , veamos que U C Sq :
i
S i  ( x , y ) €  U, supongamos que x £  G (de l o  c o n t r a r i o  es 
e v i d e n t e ) ,  e n t o n c e s  e x i s t e  un i  C { l , 2 , . . . , n ]  t a l  que
( x . , x ) £  V , como ( x , y ) £  V tenemos que ( x . , y ) £. U yX X .  X • X X •X X  X
y £  U ( x . ) C  G .X . 11
C o n s e c u e n t e m e n t e ,  Ll  = *^p •
S e g u i d a m e n t e  ob tenemos una c a r a c t e r i z a c i ó n  de l o s  e s p a ­
c i o s  que son uqu de manera a n á l o g a  a l  t e o r e m a  a n t e r i o r .
P r e v i a m e n t e  observamos  un método de o b t e n c i ó n  de c o n ­
j u n t o s  c e r r a d o s  en c u a l q u i e r  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  a p a r t i r  de
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p r o p i e d a d e s  c o n j u n t i s t a s .
2 . 2 4 . Lema. sea ( X , £  ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o .  Sea P una p r o ­
p i e d a d  r e l a t i v a  a l a s  p a r t e s  de X. En g e n e r a l ,  e l  c o n j u n t o
Dp = { x £ X  : t o d o  e n t o r n o  a b i e r t o  de x cu mp le  P } 
es un c e r r a d o .
P r u e b a . Sea x € D^*, dado un e n t o r n o  V de x ,  e x i s t e  
y €  DpH V ; como V ( s u p o n g á m o s l e  a b i e r t o )  es e n t o r n o  de y ,
V v e r i f i c a  P. C o n s e c u e n t e m e n t e ,  x £ Dp.
NOT A . Es c u r i o s o  o b s e r v a r  que tomando l a  p r o p i e d a d :  
dado A C X ,  B C X  v e r i f i c a  P s i i  A(1 B i  0 
e n t o n c e s  e l  c e r r a d o  Dp c o i n c i d e  con l a  c l a u s u r a  de A.
2 . 2 5 .  TEOREMA. Sea (X,  t  ) un e s p a c i o  T^ .  C o n s i d e r e m o s  en X 
l a  p r o p i e d a d  P de s e r  c o f i n i t o .  e n t o n c e s  X es uqu s i  y 
s ó l o  s i  se v e r i f i c a n :
( i )  X~Dp es t o t a l m e n t e  a c o t a d o  p a r a  c u a l q u i e r  
q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con ( X , *£ ) .
( i i )  X no posee c e r r a d o s  i n f i n i t o - n u m e r a b l e s .
P r u e b a . S i  X es u q u ,  es o b v i o  que X es t o t a l m e n t e  a c o t a ­
do p a r a  l a  ú n i c a  q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e ,  a s í  como 
t o d o s  sus s u b e s p a c i o s .  De l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 1 8 ,  se t i e n e  ( i i ) .
Veamos l a  s u f i c i e n c i a .  Para  e l l o ,  en v i r t u d  d e l  T eo ­
rema 2 . 2 3 ,  s ó l o  hay que d e m o s t r a r  que t o d a  q u a s i - u n i f o r m i ­
dad c o m p a t i b l e  con (X ,  I  ) es t o t a l m e n t e  a c o t a d a :
Sea una q u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e .  C o n s i d e r a ­
mos dos c a s o s :
Caso 1 . Dp es un c o n j u n t o  f i n i t o .
S i  U € 11 , sean A ^ , A 2 >«. «»A t a l e s  que
X~Dd = U  { A . : 1 ^ i  ^ n j  ; U J  A . x A . : l > <  i (  n ) C U .P 1 i  ’ 1 i  i
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V x € . D p ,  sea Bx = { x } ,  e n t o n c e s  B^ xB^C U y
X = ( U { Bx : x e D p } ) U ( U l A . : l U <  n )  ) .
Por  t a n t o ,  ( X , X I ) es t o t a l m e n t e  a c o t a d o .
Caso 2 . Dp es un c o n j u n t o  i n f i n i t o .
D e l  Lema 2 . 2 4 ,  Dp es un c o n j u n t o  c e r r a d o .  Por  h i p ó t e s i s  
Dp no es n u m e r a b l e .  Supongamos que XI no es t o t a l m e n t e  a c o ­
t a d a ,  e n t o n c e s  e x i s t e  U £XX t a l  que X~ H { U( x ) : x £ Dp J 
es i n f i n i t o .  A s í ,  sea B = ( b : n ^ l ]  un s u b c o n j u n t o  de 
X~ H {  U( x )  : x £ Dp J .
Dado n >, 1,  e x i s t e  a n £ D p  de manera que b n < £ . U ( a ) ,  
e l i j a m o s  V £  XL t a l  que V *  V C U ,  e n t o n c e s
V n ^ l ,  V ( a ) C X ~ V ' ( b  ) .  Como a £  Dd , V ( a ) es c o f i n i t o  y' n n n P n
V ' ( b n ) debe s e r  f i n i t o .  Por  t a n t o ,  V ' ( B ) = U { v , ( b n ) : n ^ l }  
es n u m e r a b l e .  Ya que Dp no es n u m e r a b l e ,  e x i s t e  un p u n t o  
x £ D p ~ V ' ( B ) ,  e n t o n c e s  B C X ~ V ( x )  y B s e r í a  f i n i t o ,  l o  
que c o n t r a d i c e  l a  e l e c c i ó n  de B.
Los s i g u i e n t e s  C o r o l a r i o s  son de f á c i l  d e m o s t r a c i ó n  y 
r e p r e s e n t a n  una g e n e r a l i z a c i ó n  d e l  E j e m p l o  2 . 8  de | 3 4 | .
2 . 2 6 . C o r o l a r i o . Un e s p a c i o  c o f i n i t o  es uqu s i  y s ó l o  s i  
no es i n f i n i t o - n u m e r a b l e .
O b s e r v a r  que o t r a  c a r a c t e r i z a c i ó n  s e r í a :
Un c o f i n i t o  es uqu s i  y s ó l o  s i  es B a i r e .
2 . 2 7 . D e f i n i c i ó n . D i r e mo s  que un e s p a c i o  es q u a s i - c o f i n i t o  s i i
es y posee a l o  sumo una c a n t i d a d  f i n i t a  de a b i e r t o s  no
co f i n i t o s .
2 . 2 8 . C o r o l a r i o . Todo e s p a c i o  q u a s i - c o f i n i t o  no n u m e r a b l e  
es uqu.
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D el  hecho que R con l a  t o p o l o g í a  c o f i n i t a  es un e s p a c i o  
uqu y de que N con l a  c o f i n i t a  no l o  e s ,  según 2 . 2 6 ,  sabemos que 
uqu no es una p r o p i e d a d  h e r e d i t a r i a ,  s i n  embargo ver emos
que s í  es c l o p e n - h e r e d i t a r i a :
2 . 2 9 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X , fc ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  y A un 
c l o p e n  no v a c í o  de X. Sea una c u a s i - u n i f o r m i d a d  en A
c uy a t o p o l o g í a  i n d u c i d a  es ^ | ^  • e n t o n c e s  e x i s t e  una c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  en X , ' I t  , que v e r i f i c a :
( i )  La r e s t r i c c i ó n  de 'W/ a AxA c o i n c i d e  con .
( i i )  La t o p o l o g í a  d e d u c i d a  de "Vt , 5 ^  c o i n c i d e  con ^  . 
P r u e b a . Sean S =  {u C XxX : U = UA U ( ( X~A ) xX ) , U
y £  , G C X ~ a } , dos f a m i l i a s  de c o n j u n t o s  de
XxX. Veamos que S =  5 ^  O  £ es subbase  de c i e r t a  c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  1/Len X:
O bv i am en te  l a  d i a g o n a l  de XxX e s t á  en cada e l e m e n t o  de 5 .
Se sabe que ^ g* ^ G =^G* ^ ° r  ° ^ r a  Pa r t-e » s i  U £  <3^,
e x i s t e  U. £  Xí- de manera que U = U. U  ( ( X~A) xX ) ;
n n n
s i  V^ £  M. es t a l  que V ^ * V ^ C U ^ ,  e n t o n c e s  V = V^ U ( (  X~A ) xX ) £
y es f á c i l  p r o b a r  que V * V C U .
Que TA, v e r i f i c a  ( i )  es o b v i o  p o r  l a  c o n s t r u c c i ó n  de 5 .
Para  p r o b a r  ( i i ) ,  veremos en p r i m e r  l u g a r  que 'C ^C -  ’í f
p a ra  l o  c u a l  p r o ba r e mo s  que l o s  e n t o r n o s  r e l a t i v o s  a l a  s u b ­
base de un p u n t o  c u a l q u i e r a  p € X r e s p e c t o  son t a m b i é n
\  - e n t o r n o s :
S i  U £  S i »  e n t o n c e s  ( U . ( p ) ,  s i  p £ A
1 U ( p ) = j  A
L X , s i  p ^ A
que son £ - e n t o r n o s  de p p o r  s e r  A un £  - a b i e r t o .
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S i  ^ ^ € 0 2 » e n t o n c e s G , s i  p G , 
X , s i  p G
que t a m b i é n  son ^ - e n t o r n o s  de p 
Veamos l a  o t r a  i n c l u s i í n :
Sea V un £ - e n t o r n o  de p ;  s i  p £  X~A, e n t o n c e s  VO ( X VA) 
es í - e n t o r n o  de p y p o r  t a n t o  ^G €  ^  de manera que
p €  G C V O C X ^ A ) .  e n t o n c e s  S ^ ( p ) = G  es un S ^ - e n o t r n o  de p ,  y 
en c o n s e c u e n c i a  t a m b i é n  V.
S i  p £ A ,  e n t o n c e s  V H A  es un ^ - e n t o r n o  de p y p o r
t a n t o  5  . - e n t o r n o  de p ,  con l o  que 3 U £. 1/C» de manera que
p £ U ^ ( p ) C \ l ( 1  A,  a s í  pues s i  U = U ^ U ( ( X ~ A ) x X )  e n t o n c e s
U( p) =U ( p ) C V ,  y V es un ^ - e n t o r n o  de p.
n H
2 . 3 0 . C o r o l a r i o . La p r o p i e d a d  de s e r  uqu es c l o p e n - h e r e d i t a r i a . 
P r u e b a . Sea X u qu ,  y A un c l o p e n  de X. S i  A a d m i t i e s e  dos
c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  d i s t i n t a s  c o m p a t i b l e s ,  se t e n d r í a ,  en 
v i r t u d  de l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 2 9 ,  que X a d m i t i r í a  dos c u a s i -  
u n i  f o r m i d a d e s  d i s t i n t a s  c o m p a t i b l e s ,  l o  c u a l  es a b s u r d o .
A c o n t i n u a c i ó n  damos unos r e s u l t a d o s  con l o s  que g e n e r a ­
l i z a m o s  e l  a n t e r i o r  c o r o l a r i o ,  aunque no l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 2 9 ,  
po r  l o  que a s í  queda j u s t i f i c a d a  l a  s e c u e n c i a c i ó n  de l o s  
r e s u l t a d o s .
2 . 3 1 . Lema. S i  ( X , £  ) es uqu y es una t o p o l o g í a  en X
menos f i n a  que £ , e n t o n c e s  ( X , 't  ) es t a m b i é n  uqu.
P r u e b a . Sea K /  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con 
( X , £ f ) .  Sea 1Á l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  en X que t i e n e  p o r  s u b -  
base l/ l 'U T /lp  ( s i e n d o  t t  p l a  c u a s i - u n i  f o r m i d a d  de P e r v i n
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c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  t o p o l o g í a  £  ) .  O bv i am en te  I t  es com­
p a t i b l e  con £  .
Como ( X , f e )  es u q u ,  e n t o n c e s  l t  es t o t a l m e n t e  a c o t a d a  
y como U  C  TC se t i e n e  que 'U es t a m b i é n  t o t a l m e n t e  
a c o t a d a .
2 . 3 2 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X ,  t )  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  y A un 
a b i e r t o  no v a c í o .  Sea 1LA una c u a s i - u n i f o r m i d a d  en A cuya  
t o p o l o g í a  i n d u c i d a  es ^  | /\ * E n t o n c e s  e x i s t e  una c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  l t  en X que v e r i f i c a :
( i )  La r e s t r i c c i ó n  de l t  a AxA c o i n c i d e  con
( i i )  La t o p o l o g í a  d e d u c i d a  de l t  , £-u., es menos
ív
f i n a  que .
P r u e b a . Sean S = { U C. XxX : U = UA U  ( ( X- A ) xX ) , UA e  ^  A L  y
<5 2 = { Sg :G e  t ,G 3 A  }  .
Veamos que <5 = <3^ ^*^2  0S s u ^ ^ ase de c i e r t a  c u a s i -
u n i f o r m i d a d  l t  en X.
O bv i am en te  l a  d i a g o n a l  de XxX e s t á  c o n t e n i d a  en cada
e l e m e n t o  de 5  .
Sabemos que S *S =S . Además V U <3, , e x i s t e  
b b b 1
UA £  l t A t a l  que U=UA U ( ( X~A) x X ) ;  sea VA €. t a l  que
V C U  ; e n t o n c e s  V = V U  ( ( X~ A ) x X ) €. S . Veamos que 
A A A A 1
V*V C U: sea z £ X ,  t a l  que ( x , z ) £ V  y ( z , y ) €  V;
supongamos que x € A ,  (de l o  c o n t r a r i o  es e v i d e n t e  que e l
p a r  ( x , y )  e s t á  en U ) ,  como ( x , z ) €  VA> z £ A  y p o r  t a n t o
( z , y ) £  VA , l u e g o  ( x , y ) £ V A* V A
Veamos que l t  v e r i f i c a  ( i ) :
S i  U € S t » tenemos que U / 1 ( A x A ) = U a , y s i  S e n t o n c e s
1 A b ¿
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SG0  ( Ax A) = AxA
s i  Ua £ U a » e n t o n c e s  U = UA U  ( ( X ~ A ) x X ) € U ,  y U n ( A x A ) = U A , 
l u e g o  UAe U | A x f t .
Pa r a  p r o b a r  ( i i )  es s u f i c i e n t e  con d e m o s t r a r  que l o s  
e n o t o r n o s  s u b b á s i c o s  r e l a t i v o s  a 5  , de un p u n t o  c u a l ­
q u i e r a  p £ X  r e s p e c t o  de ' Í ti, son t a m b i é n  £  - e n t o r n o s  de p:
S i  U £ 3 ^ ,  e n t o n c e s  U ( p ) = U A ( p )  s i  p C A ,  y U ( p) =X  s i  p ^ A ;  
de c u a l q u i e r  modo como A es a b i e r t o ,  U( p )  es un £  - e n t o r n o  
de p .  S i  SG£ S 2 , e n t o n c e s  SG(p)=G s i  p £ G ,  y SG( p ) = X  s i  p ^ G »  
que t a m b i é n  son ?  - e n t o r n o s  de p.
, l u e g o  *1/t|A x A CI 7X, .> R e c í p r o c a m e n t e ,
2 . 3 3 .  C o r o l a r i o . La p r o p i e d a d  de s e r  uqu es h e r e d i t a r i a m e n t e  
a b i e r t a .
P r u e b a . S i  ( X , '£ ) es uqu y A es un a b i e r t o  de X ^  Sea 
una c u a s i - u n i  f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con (A ,  De l a  P r o p o ­
s i c i ó n  2 . 3 2 ,  e x i s t e  una c u a s i - u n i  f o r m i d a d  IX/ en X t a l  que
£  ( U  ) C. £  y ^ j A x A 11 ^ A *  *"ema 2 . 3 1 ,  sabemos
que ( X , I  ( IX/) ) es uqu,  l u e g o  'U* es t o t a l m e n t e  a c o t a d a .  Por
t a n t o ,  ya que ^  | a x A = ^ A  ’ eS ^ a c ^ v e r  ^ u e ^  a a m ^  i  é n 
es t o t a l m e n t e  a c o t a d a .
PROBLEMA: ¿Es l a  p r o p i e d a d  de s e r  uqu c e r r a d a  h e r e d i t a r i a ­
mente?
E l  supremo de e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  uqu no t i e n e  p o r q u é  
s e r  uqu,  como m u e s t r a  e l  s i g u i e n t e
2 . 3 4 . C o n t r a e . j e m p l o . En N, d e s i g n a r e m o s  p o r  [ n , —► [  a l  
c o n j u n t o  { n , n + l , . . . } .  C o n s i d e r e m o s  en N l a  s i g u i e n t e  f a m i l i a
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de t o p l o g í a s :
{ ^ n : n £ N  }  ; donde R = {  0 > N , [n , —»» [  } .
Se t i e n e  que l a  t o p o l o g í a  supremo de { ^  : n €. N } es l a
£ e s t u d i a d a  en e l  a p a r t a d o  2 . 12 , que como v imo s  no e r a  uqu.
W. F.  L i n d g r e n  d e m o s t r ó  en | 34 |  y | 3 5 1 que l a  c o n j e ­
t u r a  de P. F l e t c h e r  s o b r e  que t o d o  e s p a c i o  uqu d e b í a  t e n e r  
t o p o l o g í a  f i n i t a  es f a l s a ,  a d u c i e n d o  p a r a  e l l o  dos e j e m p l o s  
de e s p a c i o s  uqu de t o p o l o g í a  i n f i n i t a ,  uno de e l l o s  de t o p o ­
l o g í a  n u m e r a b l e  y e l  o t r o  de t o p o l o g í a  no n u m e r a b l e ,  que
n o s o t r o s  b r e v e m e n t e  p r e s e n t a m o s :
EJEMPLO 1 . Se c o n s i d e r a  e l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  R con l a  t o p o ­
l o g í a  c o f i n i t a .
Sabemos,  de 2 . 2 6 ,  que d i c h o  e s p a c i o  es en e f e c t o  uqu.
EJEMPLO 2 . Sea X = [ 0 , l [ ,  y £ l a  t o p o l o g í a  dada p o r  0 ,X  y 
[0 , 1 / n  [ ,  n £ N .
La i d e a  b á s i c a  de l a  d e m o s t r a c i ó n  de que ( X , £ )  es uqu 
c o n s i s t e  en t o ma r  dos bandas U, V t a l e s  que V * V C U ,  a c o n t i ­
n u a c i ó n  se c o n s i d e r a  e l  a b i e r t o  i n t ( V ( 0 ) ) = [ 0 , l / m [ ,  e n t o n c e s  
l o s  c o n j u n t o s  A^ = i n t  ( V ( 0 ) )  , A^= [ l / m , 1 / ( m- 1 ) [ , . . . . ,  A^= ["1 /2  ,1 [ ,  
j u s t i f i c a n  l a  t o t a l  a c o t a c i ó n  de l a  banda U.
En l o  que s i g u e ,  d e s a r r o l l a n d o  l a  i d e a  de W. F.  L i n d g r e n ,  
g e n e r a l i z a m o s  a l g u n o s  de sus r e s u l t a d o s  y c o n s t r u i m o s  dos 
c l a s e s  de e s p a c i o s  uqu i n f i n i t o s  que c o n t i e n e n  a sus e j e m p l o s  
como casos  p a r t i c u l a r e s .
-62-
2 . 35 . P r o p o s i c i ó n . La c l a s e  de e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  c o f i n i t o s
de c a r d i n a l  no i n f i n i t o  n u m e r a b l e  es una c l a s e  de e s p a c i o s  uqu.
La s i g u i e n t e  c l a s e  de e s p a c i o s  uqu se basa en e l  E j e m p l o  2 
de L i n d g r e n ,  a l  o b s e r v a r  que su t o p o l o g í a  se apoya en un c o n ­
j u n t o  b i e n  o r d e n a d o .  Por  t a n t o ,  no es de e x t r a ñ a r  que l l a m e ­
mos a e s t a  nueva c l a s e :  E s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  uqu l i n e a l m e n t e
o r d e n a d o s .  Para  l a  c o n s t r u c c i ó n  de l a  nueva c l a s e  n e c e s i t a ­
mos e l  s i g u i e n t e  Lema, cuya  d e m o s t r a c i ó n  o b v i a m o s .
2 . 3 6 . Lema. En un c o n j u n t o  b i e n  o r d e n a d o  (X ,  £ ) ,  c u a l q u i e r  
s u c e s i ó n  d e c r e c i e n t e  es f i n i t a .
2 . 3 7 . P r o p o s i c i ó n . Sea X un o r d i n a l  c o m p a c t o .  Para  cada x£X,  
sea T ( x ) =  [ y £ X: y  > x }  ( c o l a  a b i e r t a ) .  Sea £ l a  f a m i l i a  
f o r ma da  p o r  t o d a s  l a s  c o l a s  a b i e r t a s  de X además d e l  p r o p i o  X. 
E l  e s p a c i o  ( X , £ )  es uqu.
P r u e b a . E l  hecho de que £ c o n s t i t u y a  una t o p o l o g í a  
en X se deduce de que ( X,  £ )  e s t á  b i e n  o r d e n a d o .
Sea ü  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con £ .  Veamos 
que e s t á  t o t a l m e n t e  a c o t a d a :
Sean U,V €. XL t a l e s  que V* VC U. Observemos que
( i )  Para  cada x £  X , l a  c o l a  c e r r a d a  T * ( x )  = | y £ X : y > / x j  
e s t á  c o n t e n i d a  en i n t ( V ( x ) ) ,  y
( i i )  t o d a  s u c e s i ó n  c r e c i e n t e  de a b i e r t o s  es f i n i t a  (es  
d e c i r ,  ( X , £ )  es s u p e r c o m p a c t o ) .
( i )  En e f e c t o :  sea y £ T * ( x ) ,  supongamos que i n t  ( V ( x ) ) j¿X
(en caso c o n t r a r i o  es e v i d e n t e )  e n t o n c e s  e x i s t e  z £ X  t a l  que
i n t ( V ( x ) ) = T ( z ) ,  de y x > z se s i g u e  que y £  T ( z ) .
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( i i )  Sea ( T ( x ) )°° , una s u c e s i ó n  c r e c i e n t e  . E n t o n c e sn n = i
V n > / 1 ,  x n ^ x n + i  • ^ e l  Lema 2 . 3 6 ,  sabemos que l a  s u c e s i ó n
00 oo( x  ) , es f i n i t a  y ,  p o r  t a n t o ,  t a m b i é n  l o  es ( T ( x  ) )  . .n n = l  / > r  > n n = 1
Por  i n d u c c i ó n  se c o n s t r u y e  l a  s i g u i e n t e  s u c e s i ó n  de
a b i e r t o s :
G ^ = i n t  ( V ( max X ) ) ,
[  1 ,  s i  G =X,
n > / l ,  x = j "
i x ,  s i  G = T ( x ) ,
n > / 2 ,  G = i  n t  ( V ( x , ) ) .' n n - l
00
O b v i a m e n t e ,  (G ) , e s t á  b i e n  d e f i n i d a .  Vamos a d e m o s t r a r7 n n = 1
que es c r e c i e n t e :
Í n X I ,  s i  G =X, e n t o n c e s  x =1 y G . = i n t ( V ( 1 ) ) D T * ( 1 ) =X.'  n n n + l
s i  G ¿X, e n t o n c e s  G =T( x  ) ;  G , = i n t ( V ( x  ) )  13 n 7 n n 7 n + l  n
D  T*  ( x )D  T( x  )=G . n n n
Por  t a n t o ,  e x i s t e  n >, 1 de manera que G =G , V* m ;> n ,7 / ^ m n 7 * v  1
y G, ^  G„ 5 . .  . . G . Más a ú n ,  G =X, de l o  c o n t r a r i o  7 1 ^ 2 ^  n ’ n ’
G =T( x  )=G , = i n t ( V ( x  ) )  l o  c u a l  i m p l i c a r í a  x & T ( x ) .  n n n + l  n K n n
Ahora  p rocedemos a d e f i n i r  l o s  s i g u i e n t e s  s u b c o n j u n t o s
de X :
^1 = ^ 1 > G^ , A^  = G^ , . . . , ^ n = ^ ~ ^ n - l  *
Ob v i a me n t e  X= U { A ^ : l ^ i í n  } .
S i  ( x , y ) €. A ^xA ^ ,  e n t o n c e s  ( x , m a x  X) £  V, y ,  (max X , y ) £  V
con l o  que ( x , y ) í  V * V C U .
S i  (x ,y )  l\^xlK^, e n t o n c e s  ( x , x ^ £  V , y , ( x ^ , y ) €. V , con l o
que ( x , y )6  U.
F i n a l m e n t e ,  s i  ( x , y ) 6 An xAn , e n t o n c e s  ( x >x n V , y ,
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V ( x n _^ )  = X i m p l i c a  ( x n ^ , y ) £  V , a s í  ( x , y ) £  U .
2 . 38 . C o r o l a r i o  . Para  cada c a r d i n a l  m 2,  e x i s t e  un e s p a c i o  
t o p o l ó g i c o  uqu l i n e a l m e n t e  o r d e n a d o  cuya  t o p o l o g í a  es de 
c a r d i n a l  m.
A c o n t i n u a c i ó n  ob tenemos o t r o  r e s u l t a d o  que t i e n e  a 
l a  P r o p o s i c i ó n  a n t e r i o r  como caso  p a r t i c u l a r .  Su p r u e b a  es 
t o t a l m e n t e  a n á l o g a  a l a  de d i c h a  p r o p o s i c i ó n .
2 . 3 9 .  TEOREMA. Sea (X ,  í: ) un c o n j u n t o  l i n e a l m e n t e  o r d e n a d o  
con e l e m e n t o  máximo p.  Sea Y un s u b c o n j u n t o  no v a c í o  de X 
que e s t á  b i e n  o r d e n a d o  p a r a  l a  r e s t r i c c i ó n  de ^ . Para  
cada x £ X ,  sea T ( x )  l a  c o l a  a b i e r t a  de e x t r e m o  i n f e r i o r  x .
S i  £ = { 0 , X , T ( y ) : y €. Y } , e n t o n c e s  ( X , £ )  es un e s p a c i o  u qu .
P r u e b a . Las o b s e r v a c i o n e s  ( i )  y ( i i )  de 2 . 3 7  s i g u e n  
s i e n d o  v á l i d a s  a q u í .
C o n s t r u i m o s  l a  s i g u i e n t e  s u c e s i ó n  c r e c i e n t e  de a b i e r t o s  
G1 = i n t ( V( p ) ) ,
n > 2 , Gn : {
r x , s i  g . — x j7 n - l
Los c o n j u n t o s :
A  ^= G^, A2 =  G2 ^3~G3 G2 1 * * * ’ ^n = ^ ~ ^ n - l 9
v e r i f i c a n
X= U i  A¿ : l ^ i i n  } y A . x A.  C U ,  i  = l , 2 , . . . , n
O b sé rv es e  que l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 3 7  es un caso p a r t i c u l a r  
de e s t e  Teorema s i  tomamos Y=X.
Además,  e l  e s p a c i o  X ^ = ] ü , l ]  con l a  t o p o l o g í a
es un e s p a c i o  uqu d e l  t i p o  d e l
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Teorema 2 . 3 9 ,  s i m p l e m e n t e  c o n s i d e r a n d o  Y= |  1 - ( 1 / n ) : n 2 } .
Como e s t e  e s p a c i o  es homeomor fo  a l  segundo  E j e m p l o  de L i n d g r e n  
X = [O > 1 [  , £= }0 > X , [ o , 1 / n  [  se s i g u e  que d i c h o  e j e m p l o
es t a m b i é n  d e l  t i p o  d e l  t e o r e m a  c i t a d o .
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Capítulo 3: COMPLETACION DE ESPACIOS CUASI-UNIFORMES
C o n t e n i d o ;
- - F i l t r o s  de Cauchy en s e n t i d o  Perv / i n  ( h a s t a  3 . 3 )
- - P - c o m p l e t a c i ó n  d e l  e s p a c i o  de P e r v i n  ( " 3 . 1 0 )
- - P - c o m p l e t a c i ó n  de e s p a c i o s  c u a s i -
u n i f o r m e s  ( " 3 . 1 3 )
( * )  - - R e d e s  y f i l t r o s  de Cauchy en s e n t i d o
S t o l t e n b e r g  ( "  3 . 2 7 )
( * )  - - E l  e r r o r  de l a  t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n
de S t o l t e n b e r g  ( " 3 . 2 9 )
- - T e o r e m a  de N i e m y t z k i - T y c h o n o f f  ( " 3 . 3 6 )
( * )  - - S - c o m p l e t a c i ó n  de un e s p a c i o  c u a s i -
u n i f o r m e  ( " 3 . 3 9 )
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Resumen del Capítulo 3:
A l  c o mi en z o  ( D e f i n i c i ó n  3 . 1 )  r e p r o d u c i m o s  e l  c o n c e p ­
t o  de f i l t r o  de Cauchy en un e s p a c i o  c u a s i - u n i  f o r me  ( X , T /t) 
dado p o r  J . L .  S i e b e r  y W. J . P e r v i n  en | 59 | , a c t o  s e g u i d o  
damos una d e f i n c i ó n  de r e d  de Cauchy ( 3 . 2 )  e q u i v a l e n t e  a 
l a  a n t e r i o r  de f i l t r o s  ( P r o p o s i c i ó n  3 . 3 ) ,  que nos p e r m i t e  
o b t e n e r  l a  P r o p o s i c i ó n  3 . 3 :  ( X , ) es c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s
s i  y s ó l o  s i  l o  es p o r  r e d e s .
Par a  l a  s e c c i ó n  que s i g u e  hacemos uso de o t r o s  r e s u l ­
t a d o s  de S i e b e r  y P e r v i n ,  15 9 1. Después de d a r  l a  d e f i n i ­
c i ó n  de c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  ( 3 . 7 ) ,  y u t i l i z a n d o  
t e o r e m a s  de i n m e r s i ó n  de S. N r owk a,  | 4 0 | , h a l l a m o s  una com­
p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  p a r a  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  
de un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  c u a l q u i e r a ,  P r o p o s i c i ó n  3 . 8 ,  a s í  
como p a r a  e s p a c i o s  Tq p a r a  l o s  que se o b t i e n e  una c o m p l e t a ­
c i ó n  Tq ( P r o p o s i c i ó n  3 . 9 ) .  Ambas c o m p l e t a c i o n e s  vemos que 
en g e n e r a l  no son h omeomor fas  ( 3 . 1 0 ) .  También demos t ramos  
que e l  método de c o m p l e t a c i ó n  d e s a r r o l l a d o  no v a l e  p a r a  
e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  c u a l e s q u i e r a .
Cambiamos de a p a r t a d o  y a pr ov e ch a mo s  l a  P r o p o s i c i ó n  
3 .1 1  p a r a  d ar  una c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  t r i v i a l  de
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un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( C o r o l a r i o  3 . 1 2 )  m e d i a n t e  l a  
c o m p a c t a c i ó n  de A l e x a n d r o f f .  La D e f i n i c i ó n  3 . 1 3  a c l a r a  e l  
c o n c e p t o  de c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  " t r i v i a l " ,  c o n s i ­
g u i e n d o  en l o  que r e s t a  d e l  a p a r t a d o  una c o m p l e t a c i ó n  c u a s i -  
u n i f o r m e  no t r i v i a l  ( P r o p o s i c i ó n  3 . 1 3 )  p a r a  un e s p a c i o  c u a l ­
q u i e r a  m e d i a n t e  una c o m p a c t a c i ó n  de n p u n t o s .
La l a b o r i o s a  D e f i n i c i ó n  3 . 1 6  de r e d  S-Cauchy en un e s ­
p a c i o  c u a s i - u n i  fo rme ( X , 1/L) no es c a s u a l ;  es una m o d i f i c a ­
c i ó n  adecuada  de l a  d e f i n i c i ó n  de r e d  de Cauchy dada p o r  
S t o l t e n b e r g  en | 6 1 | , con l a  que p r e t e n d e m o s  r e e l a b o r a r  l a
t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  ( l a  t e o r í a  de S t o l t e n ­
b e r g  es e r r ó n e a  en a l g u n o s  p u n t o s )  d e l  e s p a c i o  ( X , * V t ) .  La 
d e m o s t r a c i ó n  de que l a  t e o r í a  de c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r ­
me de R. S t o l t e n b e r g  t i e n e  e r r o r e s  en dos t e o r e m a s  i m p o r ­
t a n t e s  ha s i d o  p u b l i c a d a  en l a  R e v i s t a  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  
London M a t h e m a t i c a l  S o c i e t y ,  | 1 3 | . La d e f i n c i ó n  de red  
S-Cauchy es e q u i v a l e n t e  a l a  c l á s i c a  en un e s p a c i o  u n i f o r m e  
( P r o p o s i c i ó n  3 . 1 7 ) .  Damos en 3 . 1 8  e l  c o n c e p t o  no menos l a ­
b o r i o s o  de f i l t r o  S-Cauchy en ( X , M/ ) c o h e r e n t e  con e l  c o n ­
c e p t o  c l á s i c o  en un e s p a c i o  u n i f o r m e  ( 3 . 2 3 ) .  A f o r t u n a d a m e n t e ,  
l a s  r e d e s  y f i l t r o s  c o n v e r g e n t e s  son s i e m p r e  S - C au c hy ,  en l o s  
e s p a c i o s  ( P r o p o s i c i ó n  3 . 1 9 ) .  Es n e c e s a r i o  d i s t i n g u i r  e n t r e  
S - c o m p l e t i t u d  p o r  r e d e s  y S - c o m p l e t i t u d  p o r  f i l t r o s ,  ya que 
en g e n e r a l  no son e q u i v a l e n t e s ;  s i n  embargo podemos a f i r m a r  
( P r o p o s i c i ó n  3 . 2 4 )  que un f i l t r o  es S-Cauchy  s i i  l o  es su
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r e d  c a n ó n i c a  a s o c i a d a ,  p o r  l o  que l a  S - c o m p l e t i t u d  p o r  r e d e s  
es más f u e r t e  que l a  S - c o m p l e t i t u d  p o r  f i l t r o s ,  a p o r t a n d o  
un c o n t r a e j e m p l o  que p r u e b a  que e l  r e c í p r o c o  es f a l s o .  La 
r e l a c i ó n  e n t r e  f i l t r o  S-Cauchy  y l a  dada p o r  P e r v i n  ( f i l t r o  
P - C a u c h y )  se e n c u e n t r a  en e l  Lema 3 . 2 1 ,  de l o  que se c o n ­
c l u y e  que t o d o  e s p a c i o  P - c o m p l e t o  es S - c o m p l e t o  p o r  f i l ­
t r o s  ( 3 , 2 2 ) .  S i  p o r  e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  S - c o m p l e t o  e n t e n ­
demos ( 3 . 2 5 )  S - c o m p l e t o  p o r  r e d e s ,  se t i e n e  e l  i m p o r t a n t e  
Teorema 3 . 2 7 :  ( i )  Un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  es S - c o m p l e t o  
s i i  es s u c e s i o n a l m e n t e  S - c o m p l e t o .  ( i i )  La a f i r m a c i ó n  
a n t e r i o r  no es c i e r t a  en g e n e r a l  p a r a  e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c o s .
La s e c c i ó n  s i g u i e n t e  pone t a n  s ó l o  de m a n i f i e s t o  e l  
e r r o r  de S t o l t e n b e r g  que d e t e c t a m o s  en su r e s u l t a d o  a n á l o g o  
a n u e s t r o  Teorema 3 . 2 7  (Theorem 2 . 5  ) .  E l  f a l l o  de R. S t o l ­
t e n b e r g  f u á  e l  no c o n s i d e r a r  que un c o n j u n t o  d i r i g i d o  puede 
t e n e r  máximos ( de h e c h o ,  v a r i o s ) ;  es p o r  e l l o  que nos hemos 
v i s t o  f o r z a d o s  a t o ma r  l a  d e f i n i c i ó n  de r e d  S - C a u c h y .  E l  
C o n t r a e j e m p l o  3 . 2 9  d e m u e s t r a  l a  f a l s e d a d  d e l  Theorem 2 . 5  de 
| 6 1 | .
La s e c c i ó n  que s i g u e  c o mi en za  con una d e f i n i c i ó n  a d e ­
cuada de e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  S - p r e c o m p a c t o  ( 3 . 3 0 ) .  Se 
t r a t a  de un c o n c e p t o  más f u e r t e  que e l  u s u a l ,  p a r a  e l  que se 
o b t i e n e  l a  P r o p o s i c i ó n  3 . 3 2 :  UR e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es
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c o m pa c t o  s i i  es S - p r e c o m p a c t o  y S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s .  
F i n a l m e n t e ,  g r a c i a s  a l  Lema 3 . 3 4  (La  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de 
P e r v i n  es s i e m p r e  S - p r e c o m p a c t a ) ,  l o g r a m o s  una v e r s i ó n  d e l  
Teorema de N i e m y t z k i - T y c h o n o f f : Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  es 
c o mp ac t o  s i  y s ó l o  s i  t o d a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con 
su t o p o l o g í a  r e s u l t a  s e r  S - c o m p l e t a  p o r  f i l t r o s  ( 3 . 3 3 ) ;  como 
c o r o l a r i o  ob tenemos que t o d o  e s p a c i o  cuya  c u a s i - u n i f o r m i d a d  
De P e r v i n  es S - c o m p l e t a  ha de s e r  c o m p a c t o ,  ( 3 . 3 6 ) .
Empezamos l a  p r ó x i m a  s e c c i ó n  dando a c o n o c e r  unos r e ­
s u l t a d o s  p r e l i m i n a r e s  que se e n c u e n t r a n  en | 6 1 | . La P r o p o ­
s i c i ó n  3 . 3 7  ( t a m b i é n  s i n  d e m o s t r a c i ó n )  que a s e g u r a  que l o s  
c e r r a d o s  de un e s p a c i o  S - c o m p l e t o  l o  s i g u e n  s i e n d o  y que l a  
S - c o m p l e t i t u d  es p r o d u c t i v a ,  j u n t o  con e l  i m p o r t a n t e  Teo­
rema 3 . 3 8  que a f i r m a  l a  e x i s t e n c i a  de S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c a  p a r a  t o d o  e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o , nos 
conducen  a l  a n h e l a d o  Teorema 3 . 3 9 :  ( i )  Todo e s p a c i o  c u a s i -
u n i f o r m e  a d m i t e  una S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e . ( i i )  En 
l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s ,  d i c h a  c o m p l e t a c i ó n  c o i n c i d e  con l a  
c l á s i c a .
-71-
Capítulo 3: COMPLETACION DE ESPACIOS CUASI-UNIFORMES
Empezamos e s t e  c a p í t u l o  con l a  d e f i n i c i ó n  de f i l t r o  
de Cauchy d e b i d a  a W. J .  P e r v i n ,  | 4 6 | ,  p a r a  l a  que e n c o n ­
t r a m o s  c i e r t o s  métodos  de c o m p l e t a c i ó n  t r i v i a l e s  m e d i a n t e  
c o m p a c t a c i o n e s  ( o b s e r v a r  que l a s . c o m p l e t a c i o n e s . m e d i a n t e  
c o m p a c t a c i o n e s  no son v á l i d a s  en g e n e r a l  p a r a  e s p a c i o s  
u n i f o r m e s ) .
3 . 1 .  D e f i n i c i ó n . Un f i l t r o  en un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  
( X , T/C) es de Cauchy ( s e n t i d o  P e r v i n )  s i
Y U € , e x i s t e  un p u n t o  x £ X  t a l  que U ( x ) 6  Tv
Vamos a d a r  una d e f i n i c i ó n  de r e d  de Cauchy que es 
c o h e r e n t e  con l a  a n t e r i o r  d e f i n i c i ó n  en e l  s e n t i d o  que 
l u e g o  p r e c i s a m o s .
3 . 2 .  D e f i n i c i ó n . Una r e d  ( x ^  : m £ D) es de Cauchy en ( X , "lt ) 
s i
VU€.'U/ , e x i s t e  un p u n t o  x 6 X y un mQ £ D t a l e s  que 
V m 6  D, m>/ mQ, ( x , x ) £  U .
Es f á c i l  c o mp r o b a r  que e s t a  d e f i n i c i ó n  es e q u i v a l e n t e  
a l a  c l á s i c a  cuando ( X , 1A) sea un e s p a c i o  u n i f o r m e ,  a s í  
como que t o d a  r e d  c o n v e r g e n t e  es de Cauchy .
3 . 3 . P r o p o s i c i ó n .
( i )  S i  f  es un f i l t r o  de Cauchy ( s e n t i d o  P e r v i n )  en ( X , 1 /t) 
e n t o n c e s  t o d a  r ed  a s o c i a d a  es de Cauchy .
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( i i )  S i  (x  : m £ D )  es una r e d  de Cauchy ,  e n t o n c e s  su m
f i l t r o  a s o c i a d o  es t a m b i é n  de Cauchy ( s e n t i d o  P e r v i n ) .
P r u e b a . ( i )  S i  U € '1A , sea x £  X t a l  que U ( x ) £ T '
Sea F = U ( x ) :  V F £  P t a l  que F C F  , \ f  x r £ F,  t enemos o o r
( x , X p ) £  U. Por  t a n t o ,  l a  r e d  ( x p i F £ ( h  , ^ ) )  es de Cau ch y .
( i i )  Sea (x  : m £ D )  de Cauchy y r  e l  f i l t r o  que t i e n e  m
p o r  base a l a  f a m i l i a  9  = ^F m: m£  D } , donde
Sean x £ X y m £  D t a l e s  que ( x , x  ) €. U , V m £  D, m V m .o m ' o
e n t o n c e s  F C  U ( x ) y p o r  t a n t o  U ( x ) £  í* , de donde h es
de Cau ch y .
3 . 4 . D e f i n i c i ó n . Dec i mos  que un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es 
c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s  s i  t o d o  f i l t r o  de Cauchy es c o n v e r ­
g e n t e  .
A n á l o g a m e n t e  se d e f i n e  l a  c o m p l e t i t u d  p o r  r e d e s .
3 . 3 . P r o p o s i c i ó n . Un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es c o m p l e t o  p o r
f i l t r o s  s i  y s ó l o  s i  l o  es p o r  r e d e s .
P r u e b a .  Sea (x  : m £ D )  una r e d  de Cau ch y .  De l a  p r o p o s i -  ------------  m
c i ó n  3 . 3 ,  su f i l t r o  a s o c i a d o  t a m b i é n  es de Cauchy y p o r  
h i p ó t e s i s  c o n v e r g e n t e  a c i e r t o  p u n t o  x .  C o n s e c u e n t e m e n t e ,  
l a  r e d  c o n v e r g e  a x .
R e c í p r o c a m e n t e ,  s i  h es un f i l t r o  de Cauchy su re d  
c a n ó n i c a  a s o c i a d a  es de Cauchy ,  de nuevo p o r  3 . 3 ,  y en 
c o n s e c u e n c i a  c o n v e r g e  a un p u n t o  x .  Por  t a n t o  e l  f i l t r o  
c o n v e r g e  a x .
Nos basaremos en a l g u n o s  r e s u l t a d o s  de i n m e r s i ó n  de 
S. Mrowka,  | 4 0 | , p a r a  d a r  un método de c o m p l e t a c i ó n  de l o s
o
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e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  de P e r v i n .
Los s i g u i e n t e s  r e s u l t a d o s  se h a l l a n  en | 5 9 | :
—  '*Un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es co mp ac t o  s i  y s ó l o  
s i  es p r e c o m p a c t o  y c o m p l e t o . "
- - " L a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  es s i e m p r e  p r e c o m -  
p a c t a . "
- - " U n  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  es co mp ac to  s i  y s ó l o  s i  su
e s p a c i o  de P e r v i n  a s o c i a d o  es c o m p l e t o . "
- - " L o s  s u b e s p a c i o s  c e r r a d o s  de un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  
c o m p l e t o  son c o m p l e t o s . "
3 . 6 . P r o p o s i c i ó n . S i  X es un e s p a c i o  r e g u l a r  no c o m p l e t a ­
mente  r e g u l a r ,  su c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  no es c o m p l e t a .
P r u e b a . S i  ( X, VCp)  f u e r a  c o m p l e t o ,  X s e r í a  c om pa c t o  y 
r e g u l a r  y p o r  t a n t o  c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r .
3 . 7 . D e f i n i c i ó n . Llamamos c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  de 
( X , 1A ) a un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( X^ ,  t a l  que
X* es c o m p l e t o  y X es c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  i s o m o r f o  a un
s u b e s p a c i o  denso de X ^ .
3 . 8 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  de P e r v i n  
a d m i t e  una c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e .
P r u e b a . Sea J = [ 0 , 1 , 2 }  y X = { 0 , { O } , J  } .  E l  e s p a c i o  
( J  , t  ) no es s i q u i e r a  Tq .
*
Sea ( X , £ )  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  c u a l q u i e r a .  Sea C ( X , J  )
*  *
e l  e s p a c i o  de l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  de ( X , £ )  en ( J  , X )• 
Sea E^ e l  p r o d u c t o  t o p o l ó g i c o  de l a  f a m i l i a  
{ ( J *  , í * ) : f £ C ( X , J # ) } , 
s i e n d o  ( J f , t f ) = ( J  , X ) ,  V f  £  C ( X , J ) .
De | 4 0 | , ( 3 . 1 4 ,  p a g . 1 7 1 )  sabemos que l a  a p l i c a c i ó n
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h : X — t a l  que h ( x ) ( f ) = f  ( x ) , V f £ C ( X , J  ) ,  es un homeo-
m o r f i s m o  s o b r e  su imagen h ( X ) .  Sea l a  c u a s i - u n i  f o r m i d a d
de P e r v i n  a s o c i a d a  a E^ ;  p o r  s e r  E^ c ompac to  se t i e n e  que
( E i »  ) es c o m p l e t o .
C o n s i d e r e m o s  l a  c l a u s u r a  de h ( X) en E^ ,  h ( X ) ,  con l a
c u a s i - u n i  f o r m i d a d  r e s t r i n g i d a  de ^  . De 1 . 1 4 ,  ( h ( X ) ,  i __
1 1 | h ( X)
es un e s p a c i o  de P e r v i n ,  p o r  t a n t o ,  de 1 . 1 6 ,  h es un i s o m o r -
f i s m o  c u a s i - u n i f o r m e  de ( X , ) en ( h ( X ) ,  \71 . ) .  Como
P 1 1 h ( X )
h ( X)  es c o m p a c t o ,  e n t o n c e s  ( h ( X ) ,  í .  i   ) es c o m p l e t o  y
1 h ( X )
se t r a t a  de una c o m p l e t a c i ó n  de ( X , l t p ) .
3 . 9 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  de P e r v i n  que 
sea Tq a d m i t e  una c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  que es T .
P r u e b a . Sea J= { 0 , 1 ]  con l a  t o p o l o g í a  i  = [ 0 , { o ] , j } .
E l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( J ,  £, )  es Tq y no T^ .  Sea C ( X , J )  
e l  e s p a c i o  de l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  d e l  e s p a c i o  t o p o l ó ­
g i c o  T ( X ,  £)  en ( J , £ ) .  Sea E^ e l  p r o d u c t o  t o p o l ó g i c o  de l a  
f a m i l i a
{ ( J f , t f ) : f e  C ( X , J ) } , 
donde ( J  , l  ) = ( J , E ) ,  V f t C ( X , J ) .  De | 40 | ( 3 . 12 , pa'g. 170)  , 
sabemos que l a  f u n c i ó n  h :X —► E^ d e f i n i d a  como a n t e s ,  es 
un h omeomor f i smo  s o b r e  su i magen h ( X ) .
A n á lo g a m e n t e  a como se ha p r o c e d i d o  en l a  a n t e r i o r  
p r o p o s i c i ó n ,  s i  r e p r e s e n t a  a l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de
P e r v i n  a s o c i a d a  a E^» e n t o n c e s  h ( X) ( r e f e r i d a  a con
l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  r e s t r i n g i d a  de ^ 2  0S una comP l e t a c i ó n  
c u a s i - u n i f o r m e  de ( X , 1Ap) •  Como l a  p r o p i e d a d  de s e r  Tq es 
p r o d u c t i v a  y h e r e d i t a r i a ,  l a  c o m p l e t a c i ó n  o b t e n i d a  es T .
*  VALÉNCIA * )
)
A c o n t i n u a c i ó n  ver emos  que p a r a  l o s  e s p a c i o s  Tq l a s  dos 
p o s i b l e s  c o m p l e t a c i o n e s  de 3 . 8  y 3 . 9  no son h ome om or fa s .
3 . 1 0 . P r o p o s i c i ó n . S i  (X ,  £. ) es Tq y h ( X)  r e p r e s e n t a  l a  
c o m p l e t a c i ó n  o b t e n i d a  en 3 . 8 ,  e n t o n c e s  h ( X)  no es T .
P r u e b a . Sean p , q £ E ^  t a l e s  que p ( f )  = l ,  q ( f )  = 2,  V f  £ C( X , J  ) .  
Es e v i d e n t e  que e l  ú n i c o  e n t o r n o  que poseen l o s  p u n t o s  p y q 
es E^ p o r  l o  que ambos p u n t o s  e s t á n  en h ( X)  y p o r  t a n t o  
d i c h o  e s p a c i o  no es Tq .
La f a l t a  de u n i c i d a d  de e s t e  método de c o m p l e t a c i ó n  
no es su ú n i c o  i n c o n v e n i e n t e .  Veamos que en g e n e r a l  
e s t e  método no es v á l i d o  s i  e l  e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  de 
p a r t i d a  no es de P e r v i n .
CONTRAEJEMPLO. Sea R e l  e s p a c i o  de l o s  números r e a l e s  con 
su u n i f o r m i d a d  u s u a l .  Sea J e l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  d e f i ­
n i d o  en 3 . 9 .  La ú n i c a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con 
( J , £ ) es l a  de P e r v i n ,  a l  s e r  f i n i t o ,  que en e s t e  caso 
t a n  s ó l o  c o n s t a  de una banda no t r i v i a l
U= { ( 0 , 0 ) ; ( 1 , 1 )  ; ( 1 , 0 )  } •
C o n s i d e r e m os  l a  a p l i c a c i ó n  f :  R — J d e f i n i d a  p or
[ 0 , s i  x £ ] 0 , 1 [
f ( x ) = {
l  1 , s i  x £ ] 0 , 1 [  .
Es e v i d e n t e  que f  €. C ( R , J ) . Sea V n 2 ,
Bn = { ( x , y ) €  R2 : | x -  y | 1/ n  J ,
e n t o n c e s  ( l / n , 0 ) € : B  , y ( f , f ) ( 1 / n  , 0 ) = ( 0 , 1 )  . Por  t a n t o  l a  
a p l i c a c i ó n  f  no es c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  de R en 
( J ,  U p ) , ya que ( 0 , 1 )  U y l a s  bandas f o r man una base 
de l a  u n i f o r m i d a d  de R.
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Sea E e l  p r o d u c t o  t o p o l ó g i c o  de l a  f a m i l i a
[ ( J  , S ) :  g 6 C ( R , J )  } ,*• g g
donde ( ^g» *£ g ) = ( J » "  ^ ) » Vg  E C( R,  J)  . La f u n c i ó n  de i n m e r ­
s i ó n  de Mrowka h d e s c r i t a  a n t e s ,  es un h omeomor f i smo 
s o b r e  su i m ag en .  S i  s o b r e  E y J c o n s i d e r a m o s  sus c u a s i -  
u n i  f o r m i d a d e s  de P e r v i n ,  d e l  lema 1 . 1 6 ,  sabemos que l a  
p r o y e c c i ó n  c a n ó n i c a  p^ c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  f u n c i ó n  a n t e ­
r i o r  f ,  es c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a .  De e l l o  d e du c i mo s  
que h no es c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  de R en E, pues 
de s e r l o ,  como f = p ^ °  h,  e n t o n c e s  f  t a m b i é n  l o  s e r í a .  En 
c o n s e c u e n c i a  h no es un i s o m o r f i s m o  c u a s i - u n i f o r m e .
Procedemos s e g u i d a m e n t e  a d a r  un método de c o m p l e t a ­
c i ó n  de c u a l q u i e r  e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e .
3 . 1 1 . P r o p o s i c i ó n . S i  un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( X , I t  )
*  *a d m i t e  una c o m p a c t a c i ó n  (X , ) ,  en l a  que X es a b i e r t o ,
e n t o n c e s  (X,  TA) t i e n e  una c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e .
P r u e b a . D e l  a p a r t a d o  ( i )  de l a  p r o p . 2 . 3 2 ,  sabemos que
*  *  *  . 
e x i s t e  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  lA en X t a l  que t t  i = u .
1 XxX
*  *  Del  a p a r t a d o  ( i i ) ,  X con l a  t o p o l o g í a  d e d u c i d a  de 1A
% „ , es c ompac t o  ya que £ es menos f i n a  que T . 
a* U
*  *
Por t a n t o  (X , 1A ) es c o m p l e t o .  La i n y e c c i ó n  c a n ó n i c a  de 
*  *
(X,  'W/) en (X , "M, ) es un i s o m o r f i s m o  c u a s i - u n i f o r m e  s o b r e
*  * *  *  
su i m ag en ,  ya que TA i = t í  . Por  t a n t o  (X , U  ) es una
1 XxX
c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  de ( X j ' l t ) .
3 . 1 2 . C o r o l a r i o . Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  a d m i t e  una 
c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e .
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P r u e b a . Supongamos que ( X , 1A ) no es c o m p a c t o ;  e n t o n c e s  
X es una a b i e r t o  denso de su c o m p a c t a c i ó n  de A l e x a n d r o f f .
La c o n c l u s i ó n  s i g u e  de l a  a n t e r i o r  P r o p o s i c i ó n .
Acabamos de v e r  que un p r o c e d i m i e n t o  p a r a  c o m p l e t a r
e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  c o n s i s t e  en b u s c a r  e x t e n s i o n e s
c o m p a c t a s  de d i c h o  e s p a c i o .  Aunque d i c h a s  c o m p a c t a c i o n e s  son
t r i v i a l e s ,  e s t a b l e c e r e m o s  a c o n t i n u a c i ó n  unas d e f i n i c i o n e s
a c e r c a  d e l  g r a d o  de t r i v i a l i d a d  de é s t a s .
*  *
3 . 1 3  . D e f i n i c i ó n . (X , ) es una c o m p a c t a c i ó n  t r i v i a l  de
( X ,  l  ) s i  X ^ X *  y ix * \  .
*  *(X , TA ) es una c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  t r i v i a l  de
* 9 ” -v( X , 1A,) s i  (X , ) es una c o m p a c t a c i ó n  t r i v i a l  de ( X ,  6 ^ ) .
3 . 1 4 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X,  TA) un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  y 
(X , ^  , h )  una c o m p a c t a c i ó n  de (X ,  6^,) en I a cl ue h ( X ) €. t
O *  — *
y e x i s t e  un G ' £ t  t a l  que h ( X ) ^ G ' ^ X  . E n t o n c e s  e x i s t e
*  *  *  *  
una c u a s i - u n i f o r m i d a d  1A en X de fo r ma  que (X , (A , h )
es una c o m p l e t a c i ó n  no t r i v i a l  de ( X , 1A ) .
*
P r u e b a . La e x i s t e n c i a  de l a  c o m p l e t a c i ó n  IX v i e n e  
dada p o r  3 . 1 1 .  Veamos que no es t r i v i a l :  
p a r a  e l l o  b a s t a  p r o b a r  que G'6 £ u * .  En e f e c t o ,
*
s i  p £ G ' ,  de 2 . 3 2  sabemos que s i  p £ h ( X ) ,  como h ( X) €. T  ,
' *
3 U £ TA de manera que U. ( p ) c h ( X ) ,  p e r o
' h ( X ) x h ( X )
U I h ( X ) x h ( X )  ( p ) =U( p ) » Po r  t a n t o ,  U ( p ) c h ( X ) c G ' ;
*
s i  p € G’ ~h ( X)  , como SG, £  IX y SG, ( p ) = G f , t enemos que 
en c u a l q u i e r  caso  G' es un . - e n t o r n o  de p.I/t
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3 . 1 5 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  a d m i t e  una 
c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e  no t r i v i a l .
P r u e b a . Dado ( X , TA*) c o n s i d e r e m o s  l a  c o m p a c t a c i ó n  de 
n p u n t o s  X =X U {  p ^ , P 2 »«»«»Pr } , con p ¿ ^  X,
p a r a  i = l , 2 , . . , , n ,  con n 2 . Los c o n j u n t o s  X U [ p . j  son 
a b i e r t o s .  B a s t a  a p l i c a r  3 . 1 4 .
N o t a r  que l a  c o m p l e t a c i ó n  de n p u n t o s  a n t e r i o r ,  nunca . 
es T-p pues e l  s i s t e m a  f u n d a m e n t a l  de e n t o r n o s  de p^ es 
[ X U  { p ^ } } , p o r  t a n t o  s i  x £  X e n t o n c e s  X ~ { x ]  no puede
s e r  a b i e r t o  a l  no s e r  e n t o r n o  de p . .r  i
Es c u r i o s o  o b s e r v a r  que l a s  c o m p a c t a c i o n e s  no s i r v e n  
en g e n e r a l  p a r a  h a l l a r  c o m p l e t a c i o n e s  u n i f o r m e s  de e s p a c i o s  
u n i f o r m e s .  E l  p r o c e d i m i e n t o  f a l l a  p o rq ue  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  
que se o b t i e n e  en l a  P r o p o s i c i ó n  2 . 3 2  no t i e n e  p o r q u é  
s e r  una u n i f o r m i d a d .
A c o n t i n u a c i ó n  vamos a d ar  o t r a  c o m p l e t a c i ó n  p a r a  
e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  m o t i v a d o s  p or  e l  t r a b a j o  de R. 
S t o l t e n b e r g  | 6 1 | . E s t a  es p o s i b l e m e n t e  más i n t e r e s a n t e  en 
c u a n t o  que su p r o c e d i m i e n t o  es muy p a r e c i d o  a l  que se s i g u e  
en e s p a c i o s  u n i f o r m e s ,  i n m e r s a n d o  un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  
en p r o d u c t o s  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s . S t o l t e n b e r g  d i ó  
dos d e f i n i c i o n e s  de r e d  de Cauchy .  Una de e l l a s  l e  c onduce  
a l a  e x i s t e n c i a  de e s p a c i o s  c u a s i - m é t r i c o s  que son s u c e s i o -  
n a l m e n t e  c o m p l e t a s  p e r o  no c o m p l e t o s  ( E j e m p l o  2 . 4 ) .  La 
segunda d e f i n i c i ó n ,  con l a  que d e s a r r o l l a  t o d o  su t r a b a j o ,  
t i e n e  un d e f e c t o  en su d e f i n i c i ó n  p o rq ue  no c o n s i d e r a  l a
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p o s i b i l i d a d  de que un c o n j u n t o  d i r i g i d o  pueda t e n e r  v a r i o s  
e l e m e n t o s  máximos • E s t e  pequeño i n c o n v e n i e n t e  hace que 
a l g u n o s  de sus r e s u l t a d o s  f u n d a m e n t a l e s  (Teor emas  2 . 5  y 3 . 1 )  
r e s u l t e n  f a l s o s ,  como p r o b a r e m o s  con un c o n t r a e j e m p l o  que 
c u r i o s a m e n t e  fué  u t i l i z a d o  p o r  é l  aunque con o t r o s  f i n e s .  
N o s o t r o s  m o d i f i c a r e m o s  l a  d e f i n i c i ó n  de r e d  de Cauchy de 
f o r ma  c o n v e n i e n t e  p a r a  que t o d o s  e s t o s  r e s u l t a d o s  p e r m a n e z ­
can v á l i d o s .
3 . 16  . De f  i n i c i ó n  . Una r e d  ( x m : m £  D) d i r e m o s  que es S-Cauchy
s i  v e r i f i c a  a l  menos una de l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :
( i )  (D,  £ )  posee e l e m e n t o s  máximos y l a  r e d  c o n v e r g e
a cada uno de l o s  t é r m i n o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a d i c h o s  máx imos .
( i i )  (D,  ^ ) no posee máximos y l a  r e d  es c o n v e r g e n t e .
( i i i )  . (D,  ^ )  no posee máximos y l a  r e d  v e r i f i c a  que
V U E VI  3 m £  D t a l  que Vm,n >/m , n i  m, ( x  , x  ) £  U. o o t m n
La c o n d i c i ó n  ( i i i )  es p r e c i s a m e n t e ,  s i n  l a  e s p e c i f i c a c i ó n
de máx imos ,  l a  que u t i l i z a  R. S t o l t e n b e r g  en su t r a b a j o ;
n o s o t r o s  l a  denomi naremos  S- Cauchy  e s t r i c t a  a l  r e f e r i r n o s  a
e l l a .
NOTA. N o t a r  que hay un caso en e l  que una r e d  puede s e r
c o n v e r g e n t e  y no s e r  de Cauchy :
b a s t a  c o n s i d e r a r  e l  c o n j u n t o  d i r i g i d o  (D,  ¿ ) que
posea máximos y una r e d  ( x m: m £ D )  c o n v e r g e n t e  a p u n t o s
d i s t i n t o s  de l o s  c o r r e s p o n d i e n t e s  a l o s  máx imos .
3 . 1 7 . P r o p o s i c i ó n . En un e s p a c i o  u n i f o r m e  ( X , )  l a  d e f i n i c i ó n
de r e d  S-Cauchy es e q u i v a l e n t e  a l a  c l á s i c a .
P r u e b a .  Sea (x  :me.D)  una r e d  S - C a u c h y .  S i  l a  r e d  es c o n -  ------------  m
v e r g e n t e  es de Cauchy en e l  s e n t i d o  c l á s i c o .
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Supongamos pues que l a  r e d  es S-Cauchy  e s t r i c t a :
VUG'IA, , sea V £ U t a l  que V = V ' ,  V * V C U .
Sea m £  D de manera q u e V m, n m , n i  m, ( x  , x  ) €  V. o ^ ’ '  o ’ 7 m9 n
V m , n ) ? m o , c o n s i d e r e m o s  p £  D t a l  que p ^ m ,  p n , m^ , p , n ^  p .
E n t o n c e s ,  como m , n , p > m  , ( x  , x  ) , ( x  , x  ) £ V ,  l u e g o  ’ 7 7V'/  o 7 p ’ m * p n y
(x  , x ) €  V*V C U .  m7 n
La e x i s t e n c i a  de p £ D  queda g a r a n t i z a d a ,  ya que (D,  ^  ) 
no posee  máx imos ,  pues de l o  c o n t r a r i o :
s i  Y p £ D t a l  que p > m, p n i m p l i c a  p ^ m  ó p n , 
e n t o n c e s  V q £ D ,  e x i s t e  p £ D t a l  que p £ q , p ¿ m > p ^  n , 
l o  que i m p l i c a r í a  q <. p ^  m, ó ,  q .< p ^  n . Luego tomando r  6 D 
t a l  que r ^ m ,  r ^ n ,  e n t o n c e s  r ^ q ,  es d e c i r  r  s e r í a  un máx imo.
R e c í p r o c a m e n t e ,  sea ( x m: m £ D )  una r e d  de Cauchy en e l  
s e n t i d o  c l á s i c o .  D i s t i n g u i m o s  dos c a s o s :
Caso 1 . (D,  ¿. ) posee a l g ú n  máx imo,  i . e . ,  e x i s t e  mQ£  D t a l
que V m 6 D, m m .o
Veamos que l a  r e d  c o n v e r g e  a x :
o
Por s e r  de Cauchy ,  e x i s t e  m ^  £  D t a l  que V m, n £ m^ , ( x m, x ) £ V ,  
s i e n d o  U , V £  1A t a l e s  que V = V ' ,  V * V C U .
Para c u a l q u i e r  m> m , e n t o n c e s  m,m X m, ( p o r  s e r  m^ v o O '  1 o
un m á x i m o ) ,  l u e g o  (x  , x  ) £ U .7 * m mo
Caso 2 . (D,  £ ) no posee máx imos .
E n t o n c e s  es o b v i o  que l a  r e d  es S-Cauchy  e s t r i c t a .
De i g u a l  manera que hemos dado una d e f i n i c i ó n  de r e d  
de Cauchy a s o c i a d a  a l  f i l t r o  de Cauchy en s e n t i d o  P e r v i n  
( 3 . 1 ,  3 . 2 )  vamos a d a r  una d e f i n i c i ó n  de f i l t r o  S-Cauchy  
a s o c i a d o  a l a  r e d  S - C au c hy .
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3 . 1 8 . D e f i n i c i ó n . Un f i l t r o  F se d i c e  que es S-Cauchy  en 
e l  e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( X , U ) s i  v e r i f i c a  una a l  menos 
de l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :
( i )  ( f  posee e l e m e n t o  mín i mo ( i . e . ,  3 F £ t a l
que FqC F ,  V F £  F ) y e l  f i l t r o  c o n v e r g e  a c u a l q u i e r  p u n t o
de F . o
( i i )  ( £  , C ) no posee e l e m e n t o  mín i mo y c o n v e r g e  
en X .
( i i i )  ( F  , C )  no posee e l e m e n t o  mín i mo y además v e r i f i c a  
q ue :  V U £ U  , 3 F q £ ?  /  V F j G í h  , F , G C F q ; G<£f , F x G C U .
A l  r e f e r i r n o s  a l a  c o n d i c i ó n  ( i i i )  d i r e m o s  que e l  
f i l t r o  es S-Cauchy e s t r i c t o .
NOTA. Veremos más a d e l a n t e  que e s t a  d e f i n c i ó n  es c o h e r e n t e  
con l a  c l á s i c a  de f i l t r o  de Cauchy en un e s p a c i o  u n i f o r m e .
A i g u a l  que en l a  d e f i n i c i ó n  de r e d  S - C a u c h y ,  a q u í  
t a m b i é n  hay un caso  de f i l t r o  c o n v e r g e n t e  que no es S- Cauchy  
s i  c o n s i d e r a m o s  un f i l t r o  con mín imo Fq que c o n v e r j a  a 
un p u n t o  x F .
S i n  embargo e s t a  e x c e p c i ó n  no es g r a v e  p u e s t o  que se 
t i e n e  l a  s i g u i e n t e
3 . 1 9 . P r o p o s i c i ó n . En un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  (X,  
t o d a  r e d  y t o d o  f i l t r o  c o n v e r g e n t e s  son S - C au c hy .
P r u e b a . Sea ( x ^ m é D )  una r e d  c o n v e r g e n t e .  R e s u l t a  
e v i d e n t e  que l a  r ed  es S-Cauchy s a l v o  en e l  caso de que 
e l  c o n j u n t o  d i r i g i d o  t e n g a  a l g ú n  máx imo,  que pasamos a 
v e r :
S i  l a  r e d  c o n v e r g e  a x £  X, y é s t e  no es e l  t é r m i n o  
c o r r e s p o n d i e n t e  a un máximo m0 ^  se t i e n e  que:  
dada U í U  , 3 m^£ D/  V m ^ m ^ ,  ( x , x m) €  U y p o r  t a n t o
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( x , x  ) £  U, V U £ U  , con l o  que x e  x } , y p o r  e l l o  m mo o
j x 1 no es c e r r a d o .  Ob s ér ve s e  que en e s t e  caso l a  r e d  ‘ m J o
c o n v e r g e  a l  ú n i c o  p u n t o  x
o
A n á l o g a m e n t e ,  sea £  un f i l t r o  que posee mín i mo F ,
de manera que £ c o n v e r g e  a x £ X ~ F q . E n t o n c e s ,
V U £ I t  , como U ( x ) £ i- , e n t o n c e s  F q c U ( x ) y p o r  t a n t o
s i  x £ F , se t i e n e  que x E  í x  } ,  con l o  que { x l no es
0 0  O J 1 O J
c e r r a d o .  O b sé r ve s e  que e l  f i l t r o  r  es e l  u l t r a f i l t r o
e n g e n d r a d o  p o r  e l  c o n j u n t o  u n i t a r i o  F .
3 . 2 0 . De f i n i c i ó n . D i re m os  que un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( X , U )  
es 5 - c o m p l e t o  p a r a  r e d e s  ( o p a r a  f i l t r o s )  s i  t o d a  r e d  
( f i l t r o )  S-Cauchy es c o n v e r g e n t e .
Para  d i s t i n g u i r  c l a r a m e n t e  l a  c o m p l e t i t u d  en s e n t i d o  
S t o l t e n b e r g  de l a  c o m p l e t i t u d  en s e n t i d o  P e r v i n ,  c o n v e n ­
dremos en d e s i g n a r  p o r  P-Cauchy y P - c o m p l e t o  a d i c h o s  c o n ­
c e p t o s  ( 3 . 1 ,  3 . 2  y 3 . 4 ) .
C o n t r a r i a m e n t e  a como sucede con l a  P - c o m p l e t i t u d ,
P r o p .  3 . 5 ,  veremos más a d e l a n t e  que l a  S - c o m p l e t i t u d  p o r
r ed es  no es e q u i v a l e n t e  a l a  de f i l t r o s .  —
3 . 2 1 .  Lema. S i  P es un f i l t r o  S -C a u c h y ,  e n t o n c e s  e s 
P - C a u c h y .
P r u e b a . S i  p  es c o n v e r g e n t e  e l  r e s u l t a d o  es o b v i o .
Supongamos que f- es f i l t r o  S-Cauchy  e s t r i c t o ;  e n t o n -
ces V u e w , ,  3 F e  f  /  F . G C F  , G <£ F , F x G C U .
Como F no es m í n i m o ,  e n t o n c e s  1 F £ h t a l  que F ¿L F ;o 1 o i i
sea F = F 0  F,  . Se t i e n e  e n t o n c e s  que F y F 5 . F  .o 1 J 7*- o
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A s í  pues Fx Fq C U .  Sea x £ F ,  se t i e n e  que
í x  V xF C  FxF C U ,1 o o 1
con l o  que F C U ( x )  y a s í  U( x )  € /*■ .o
3 . 2 2 . C o r o l a r i o . Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  P - c o m p l e t o  
es S - c o m p l e t o  p a r a  f i l t r o s .
3 . 2 3 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X , 1Á ) un e s p a c i o  u n i f o r m e ,  P es 
un f i l t r o  S-Cauchy s i  y s ó l o  s i  3* es de Cauchy ( s e n t i d o  
c l á s i c o ) .
P r u e b a . S i  P es un f i l t r o  S - C a u c h y ,  e n t o n c e s ,  dada U € . l i  
e x i s t e  V £ H  /  V = V/ * , V * V C U .  Por  e l  Lema 3 . 2 1 ,  e x i s t e  un x £  X 
t a l  que V ( x ) €  P • Sea F =V( x ) . S i  F,G £ ? / F  , G C Fq se 
t i e n e  que s i  ( y , z ) £ F x G ,  ( x , y ) £ V ,  ( x , z ) £. V , con e l l o  
( y , z ) €  V ' * V C U .
R e c í p r o c a m e n t e .  D i s t i n g u i m o s  dos c a s o s :
^  -V
C a s o l .  E x i s t e  F £ í" t a l  que F es mín imo de F*------------  o o
Sea x £ F q ; veamos que e l  f i l t r o  h  c o n v e r g e  a x :  
dada U £ U  , sea F ^ ^ / F ^ x F ^ C U .  Como F q CL F ^ se t i e n e  que
{ x l x F ^ C  F^xF^  C U .  L u e g o ,  F ^ c. U ( x ) y U ( x ) £
Caso 2 . E l  f i l t r o  fv no t i e n e  m í n i m o .
E n t o n c e s  P es un f i l t r o  S-Cauchy  e s t r i c t o .
3 . 2 4 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X , TA) un e s p a c i ó  c u a s i - u n i f o r m e .
( i )  P es un f i l t r o  S-Cauchy s i  y s ó l o  s i  su r e d
c a n ó n i c a  es S - C au c hy .
( i i )  S i  ( X , IX ) es S - c o m p l e t o  p o r  r e d e s  e n t o n c e s  es
S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s .  E l  r e c í p r o c o  es f a l s o .
P r u e b a .
( i )  Sea £  un f i l t r o  S-Cauchy y c o n s i d e r e m o s  l a
red  c a n ó n i c a  a s o c i a d a  j : D  ---- ► X, d e f i n i d a  p o r  j ( x , F ) = x ,
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s i e n d o  D = { ( x , F ) : x £ F }  con l a  r e l a c i ó n
( x , F ) < ( y , G ) s i i  F 3  G .
D i s t i n g u i r e m o s  t r e s  c a s o s :
Caso 1.  3 F que es mín i mo de K  .--------------------  o
/v .
E n t o n c e s  f* c o n v e r g e  a l  p u n t o  y ,  v y £  F q ; como l a  
c o n v e r g e n c i a  de fr e q u i v a l e  a l a  de su r e d  c a n ó n i c a ,  e n ­
t o n c e s  é s t a  c o n v e r g e  a y ,  V y £ F Q.
S ó l o  queda p r o b a r  que l o s  ú n i c o s  máximos de (D,  )
son l o s  e l e m e n t o s  de l a  f o r m a  ( y > F Q) con y £  F . En e f e c t o ,  
s i  ( x , F )  es máximo de ( D , < )  e n t o n c e s  s i  ( z , G ) €  D se t i e n e  
que ( x , F ) ^  ( z , G ) con l o  que F C G ,  l u e g o  F = Fq , y p o r  t a n t o  
P es S - C a uc h y .
Caso 2 . ( p , C )  no t i e n e  m í n i m o ,  y í~ c o n v e r g e  a x € X .
Es i n m e d i a t o  que en t a l  caso e l  c o n j u n t o  d i r i g i d o  D 
no posee máximos y que l a  r e d  c a n ó n i c a  ( j ( x , F ) ) ^  c o n v e r g e  
a x .
Caso 3 . ( P  , C  ) es un f i l t r o  S-Cauchy e s t r i c t o .
Sea U € l t  . E n t o n c e s  3 F £  ? /  s i  F , G C F q y G F ,
se t i e n e  que F x GCU .
E n t o n c e s  p a r a  c u a l e s q u i e r a  ( y , G ) ^ ( x  ,F ) y - ( x , F ) £ ( x q , F )
demanera que ( y , G ) ^ ( x , F )  se t i e n e  que G , F C F  y G<£f ,* o
l u e g o  ( j ( x , F ) , j ( y , G ) )  = ( x , y ) £  F x GCU .
Por  t a n t o  l a  r e d  c a n ó n i c a  es S - C a uc h y .
R e c í p r o c a m e n t e ,  supongamos que ( j ( x , F ) ) ^  es S - C a u c h y .  
D i s t i n g u i r e m o s  t r e s  c a s o s :
Caso 1 . ( D , ¿ )  posee máx imos ,  i . e . ,  3 ( x  ,F ) £ D  t a l  que
( V Fo ) » ( x , F ) , V ( x , F ) £ D .
E n t o n c e s ,  p o r  d e f i n i c i ó n  de r ed  S - C a u c h y ,  sabemos
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que l a  r e d  ( j ( x , F ) ) p  c o n v e r g e  a j ( x 0 »F0 )»
Es o b v i o  que en e s t e  caso  ( jZ , C  ) t i e n e  como mín i mo
a F , y que V x €. F , como ( x , F  ) es un máximo de (D,  ^  ) ,
l a  r e d  c a n ó n i c a  c o n v e r g e  a x y en c o n s e c u e n c i a  P c o n v e r g e  
a x , Vx £ Fq .
Caso 2 . (D,  ^ ) no posee máximos y ( j ( x , F ) ) ^  c o n v e r g e  a x €  X.
O b v i a m e n t e ,  e l  f i l t r o  £ no posee mín imo y c o n v e r g e
a l  p u n t o  x .
Caso 3 . ( j ( x , F ) ) p  es una r e d  S-Cauchy e s t r i c t a .
E n t o n c e s ,  V U £ "M, , 3 ( x  ,F ) £  D de manera que* o o
( x , F )  , ( y  ,G)  ( x  ,F ) con ( y , G ) ^ ( x , F )  i m p l i c a  que ( x , y ) £ U .
Es o b v i o  que ( ?  , C. ) no posee mín i mo y además
V U £ , y F , G £ f - / F , G C F o , co n  Gc^tF, se t i e n e  que
s i  ( x , y ) £ F x G ,  e n t o n c e s  ( x , F ) , ( y , G ) £, ( x , F ) , con
(y , G ) ^ ( x , F ) ,  l u e g o  ( x , y ) £  U. Por  t a n t o ,  F x G C U .
( i i )  Sea ( X , 1Á) un e s p a c i o  S - c o m p l e t o  p a r a  r e d e s .
S i  Ir es un f i l t r o  S - C a u c h y ,  e n t o n c e s  su r e d  c a n ó n i c a  
es S-Cauchy y en c o n s e c u e n c i a  c o n v e r g e n t e  a un p u n t o  * 0 €. X. 
Como l a  c o n v e r g e n c i a  de un f i l t r o  e q u i v a l e  a l a  de su r e d  
c a n ó n i c a ,  se s i g u e  e l  r e s u l t a d o .
Para  d e m o s t r a r  que e l  r e c í p r o c o  es f a l s o  empleamos e l  
s i g u i e n t e
CONTRAEJEMPLO. E s t e  e j e m p l o  se debe a R. S t o l t e n b e r g  
(Example  2 . 6 ,  161 1) , y nos s e r á  de g r a n  u t i l i d a d  en p o s ­
t e r i o r e s  o c a s i o n e s .
Sea J l a  f a m i l i a  de p a r t e s  n u m e r a b l e s  no v a c í a s  de R. 
D e f i n i m o s  l a  f u n c i ó n  d : J x J  — ^  R de l a  s i g u i e n t e  
m a n e r a :
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m i n ( 1 , w ( X ~ Y , Y ) ) 
O
s i  X ^ Y ,  
s i  X=Y,
en l o s  demás c a s o s .
S i e n d o  w( A , B )  l a  d i s t a n c i a  u s u a l  e n t r e  l o s  c o n j u n t o s  A y B.
De e s t a  maner a ,  ( J , d )  es un e s p a c i o  q u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c o .
Veamos a c o n t i n u a c i ó n  que ( J , d )  no es S - c o m p l e t o  
p a r a  r e d e s :
Sea D e l  p r i m e r  o r d i n a l  de c a r d i n a l  no n u m e r a b l e .
Sea h una b i y e c c i ó n  de D en e l  c o n j u n t o  de l o s  números  
i r r a c i o n a l e s .  C o n s t r u i m o s  l a  s i g u i e n t e  r e d :
Ahor a  b i e n ,  de l a  d e n s i d a d  de Q, se deduce que 
w( T ( m) ~ T ( n ) , T ( n ) ) = 0 , • y c o n s e c u e n t e m e n t e  d ( T ( m) , T ( n ) ) = 0 . 
As í  p u e s ,  ( T ( m ) ) p  es una r e d  S- Cauchy  e s t r i c t a .  Veamos 
que no es c o n v e r g e n t e :
V Y £ J ,  como Y es n u m e r a b l e ,  3 m í  D / h ( m ) ^  Y.
Y n £ D /  n ^ m  se t i e n e  que h ( m ) £ T ( n )  con l o  que Y ^ ) T ( n ) ,  
y p o r  t a n t o  d ( Y , T ( n ) ) = l .
F i n a l m e n t e  demos t ramos  que ( J , d )  es S - c o m p l e t o  p a r a  
f i l t r o s .  Para  e l l o ,  en v i r t u d  de 3 . 5  y 3 . 2 2 ,  b a s t a  p r o b a r  
que d i c h o  e s p a c i o  es P - c o m p l e t o  p a r a  r e d e s :
T : ( D , £ ) — — J t a l  que T ( m) = Q U A  ,m
s i e n d o  Q e l  c o n j u n t o  de l o s  números  r a c i o n a l e s  , y
Veamos que ( T ( m ) ) ^  es S-Cauchy  en ( J , d ) :
(D,  4*) no posee m áx i mo s ,  y además 
Y d > 0 , sea m q £ D . E n t o n c e s  Vm, n j > m ,. con n m, se t i e n e  que 
T ( m ) p 2 T ( n ) .  Por  t a n t o ,
d ( T ( m ) , T ( n ) )  £ m i n ( l , w ( T ( m ) ~ T ( n ) , T ( n ) ) ) .
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Sea (X )p. una r e d  P - C a u c h y .  E n t o n c e s :  m D ,
p a r a  j  = l ,  e x i s t e  m^£ D y e x i s t e  /  d ( Y ^ , X m) < 27 ^  m ^ m ^ .
p a r a  j  >. 2 ,  sean m . € D y Y . € J / m . v m .  d ( Y . , X  ) < 2-'-1
K ’ J 7 J 3 "  J - l  J m » m ^ m  .
ao
Sea Y=(  U  Y . ) U Q .  La r ed  (X )p es c o n v e r g e n t e  a Y, pues 
J
dado £ > 0 , sea i >.1 /  2~^° ^ : e n t o n c e s :o '
Y m >/ m . se t i e n e  que d ( Y , X  ) ^ - d ( Y , Y .  ) + d ( Y .  ,X ) .1 7 m ^  i i mJ o ü o ° o
Como Y 3  Y . , e n t o n c e s  d ( Y , Y . ) <  iai ( Y~ Y . , Y . ) = ü ,  pues
J J 1 JJ o o J o J o
Y ~ Y . 3  Q~Y . .
J o ^ o
En c o n s e c u e n c i a ,  d ( Y , X  ) <. d ( Y . ,X ) < 2 £, .
m J 0 m
NOTA. De t o d o  l o  v i s t o  se d e s p r e n d e  que en e l  a n t e r i o r  
E j e m p l o  e x i s t e n  r e d e s  S-Cauchy  que no son P - C a u c h y .
t
Por  c o mo d i da d  adop tamos l a  s i g u i e n t e
3 . 2 5 . D e f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  d i r e m o s  que es 
S - c o m p l e t o  s i  es S - c o m p l e t o  p o r  r e d e s .
00 ,3 . 2 6 . N o t a .  Observemos que s i  ( x  ) , es una s u c e s i ó n  d e l------------------- ^ n n = l
e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( X , V\ ,) , e n t o n c e s :
( x  ) *  x es S-Cauchy s i i ,  es c o n v e r g e n t e ,  ó,  v e r i f i c a
Y U £ H  , 3 n  6 N /  V n  > m >,n , ( x  , x  ) £  U.o o n m
3 . 2 7 . TEOREMA.
( i )  Un e s p a c i o  q u a s i - m é t r i c o  ( X , d )  es S - c o m p l e t o  s i  y 
s ó l o  s i  es s u c e s i o n a l m e n t e  S - c o m p l e t o .
( i i )  La a n t e r i o r  a f i r m a c i ó n  no es c i e r t a  p a r a  e s p a c i o s  
q u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s .
P r u e b a .
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Sea ( X , d )  un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  s u c e s i o n a l m e n t e  
S - c o m p l e t o .  Supongamos q u e . ( x m) ^  es una r e d  S-Cauchy e s ­
t r i c t a  (de s e r  c o n v e r g e n t e  es o b v i o ) .
E n t o n c e s  p a r a  k = 1,  3 m D /  V m, n ^  m ^  , n ^  m, d ( x ^ , x n ) <( 2 ”  ^  .
Y k >,2, sea m^€ D /  m^ y/  m^ m^ j  ^  mj< ( e l l °  es p o s i b l e
p o r q u e  es tamos  s u p o n i e n d o  que D no t i e n e  m á x i m o s ) ,  y t a l  que
v m’ n > * k » n t m> se t i e n e  que d ( x m, x n ) < 2 k .
La s u c e s i ó n  a s í  c o n s t r u i d a  (x  )00 es S - C a u c h y ,  pues
k k = l
V£ > 0 , s i  2 k °^ £ f e n t o n c e s
^  j  > k )>kQ, como m . ,  mk ^, m^ , mk ^ , m . ,  se t i e n e  d ( x m , x m ) < 2“ k°
J o J j  k
Como ( X , d )  es s u c e s i o n a l m e n t e  S - c o m p l e t o ,  l a  s u c e s i ó n
(x  )co c o n v e r g e r á  a un p u n t o  y £  X . 
mk k = 1
Veamos que l a  r e d  ( x m) p t a m b i é n  c o n v e r g e :
V 6 > 0 , e l i j a m o s  k  ^1 de manera que 2 0 i  ^ / 2 , d ( y , x  )<( ^ / 2 ,
k
V k >/ k o .
C o n s i d e r a m o s  dos c a s o s :
Caso 1 . Supongamos que" Vm 6 D,  3 k k Q t a l  que m ^ m ^ .
E n t o n c e s ,  V m >, m k , sea k ^ k Q /  m ^  m k y t e n d r e m o s
o
d ( y , x ) ¿ d ( y , x  ) + d ( x  , x ) <  V 2 + 2” k°< £ .7 m ^ 7 m^ m^ m
Caso 2 . Supongamos que 3 6 D t a l  que mQ )$, mk , V k ^ k Q.
E n t o n c e s ,  como (D,  ^  ) no posee máx imos ,
3 n Q£ D  t a l  que n o ^ m Q, % ^ n o . A s í  p u es ,  Vm >/ n Q,
como m,n \m  y además m km (de l o  c o n t r a r i o  m > n )’ o o 7 o ^  o s  o
se t i e n e  que s i  k ^ k Q, d ( x m, x m ) < 2" k , ya que m,mo ^ m o ^ m k ,
o
mo k m.  En c o n s e c u e n c i a ,  d ( x  , x  ) = 0 .  Por  t r a t a r s e  de un T  7 m mo
%
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e s p a c i o  c u a s i - m e t n c o ,  e n t o n c e s  V m >, n se t i e n e  que x =x , r  ' o  m mo
y l a  r e d  c o n v e r g e  o b v i a m e n t e  a x
mo
( i i )  CONTRAEJEMPLO. Sea ( J , d )  e l  e s p a c i o  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c o  . e s t u d i a d o  en e l  C o n t r a e j e m p l o  de l a  P r o p . 3 . 2 4 .  
A l l í  p robamos que J no es S - c o m p l e t o ,  s i n  embargo veamos 
que es s u c e s i o n a l m e n t e  S - c o m p l e t o :
Supongamos que es una s u c e s i ó n  S-Cauchy e s ­
t r i c t a  (de l o  c o n t r a r i o  es o b v i o ) .
S i ¿  = l ,  3 n Q t a l  q u e V n ^ m ^ n Q, d ( X n , X ) < l ;  en p a r t i c u l a r
V n > n , tenemos que d(X ,X ) < 1.  o n n o
C o n s e c u e n t e m e n t e ,  X C X , C . . . C X  c . . .1 n n +1 n .o o
Sea X= U  (XR:n >/ l }  , que o b v i a m e n t e  es de J .
Como (X es S -C a u c h y ,
V j > > l , 3 n . > n  /  Vn  > m X n  e n t o n c e s  d(X ,X ) C 2  ^ .j o  J n ’ m
Por t an to , d (X ,X m ) < m i n ( 1 , w (X~X ,X )) < m i n (1, w (X ~X ,X )) =7 7 m m m N n m  m
d(X ,X ) < 2  Luego (X )°° . c o n v e r g e  a X.n 7 m n n = i
E l  Teorema 3 . 2 7  a n t e r i o r ,  i d é n t i c o  en l o  r e f e r e n t e  a l  
e n u n c i a d o ,  a l  dado p o r  R. S t o l t e n b e r g  (Theorem 2 . 3 )  en | 6 l | ,  
f ué  l a  p r i m e r a  de l a s  m o t i v a c i o n e s  que t u v i m o s  p a r a  d a r  
l a  d e f i n i c i ó n  3 . 1 6  de r e d  S-Cauchy t a n  e x h a u s t i v a  y e n g o ­
r r o s a  en e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s .
Sucede que,  según l a  d e f i n i c i ó n  de r e d  de Cauchy dada
por  S t o l t e n b e r g :  ^x m^[) es Cauchy s ü  V U £ H  , 3 mQ £ D t a l
que V m , n ^ m Q, n ^ m ,  ( x m, x n ) € U ,  e l  Teorema 2 . 5 ,  | 6 1 1 , no
es c o r r e c t o ,  p a r a  a l g u n o s  casos  e x t r e m o s  en su p a r t e  ( i ) ,
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i . e . , ! pueden e n c o n t r a r s e  e j e m p l o s  de e s p a c i o s  c u a s i - m é t r i c o s  
s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o s  con a l g u n a  r e d  de Cauchy ( s e n t i d o  
S t o l t e n b e r g )  no c o n v e r g e n t e .  E l  c o n t r a e j e m p l o  que n o s o t r o s  
o f r e c e m o s  a c o n t i n u a c i ó n ,  después  de l a  N o t a ,  es c u r i o s a ­
mente  un e j e m p l o  d e l  p r o p i o  S t o l t e n b e r g  que é l  emplea  
p a r a  d e s h e c h a r  como adecuada  una d e f i n i c i ó n  "más g e n e r a l "  
de r e d  I L - C a u c h y  según l a  c u a l  o b t i e n e  un e s p a c i o  c u a s i -  
m é t r i c o  s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  que no es c o m p l e t o  ( 2 . 4 , | 6 l | )
3 . 2 8 . NOTA. Como c o n s e c u e n c i a  de l a  D e f i n i c i ó n  de r e d  de
Cauchy ( s e n t i d o  S t o l t e n b e r g )  se t i e n e  que una s u c e s i ó n
( x )°° . es de Cauchy s i i  V U£  U  , 3 n £ N  /  m >,n ,n n=1 o o
( x m , x n ) £  U, que c o i n c i d e  con l a  d e f i n i c i ó n  "más g e n e r a l "
de r e d  H - C a u c h y  cuando cuando  l a  r e d  sea una s u c e s i ó n .
3 . 2 9 . CONTRAEJEMPLO. Sea Q l a  f a m i l i a  de p a r t e s  n u m e r a b l e s  
d e l  i n t e r v a l o  [ 0 , 1 / 3 ] .
Para  cada A 6 g ,  sean X* = A,  X® = A U [ l / 2 ) ,  X * : A U [ l / 2 , 3 / 4 ] ,
X¡ La  U l l / 2 , 3 / 4 , . . . , l - 2 1 ‘ l<J ) . . .
Sea X*= U f x J L k  >, 1 } .  Sea { X * : k >, 1 , ó , k= coj .
C o n s i d e r e m o s  e l  c o n j u n t o  J = U { ^ : A € . £ } .
Sea l a  f u n c i ó n  d : J x J  — R d e f i n i d a  como s i g u e :
2 ~ J .  v A r > v B
d ( x k > x j } M  o
Xk ; ¿ X j ,  k * l ,  ó ,  k=oo , j  ^ 1 .
x * = x B
k J
en l o s  demás c a s o s .1
Se t i e n e  que ( J , d )  es un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o . Además,  
( J , d )  es s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  en s e n t i d o  S t o l t e n b e r g ,  
p ues :
00s i  (X ) , es una s u c e s i ó n  de Cauchy no c o n s t a n t e ,n n = 1
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c o n s i d e r a n d o  £ = 1 ,  3 nQí  N /  V n > m ^ n Q, d ( X n , X ) < l .
V n ,  sea X = x f n /  A €.C, k ^ 1 »  ó , k = oo . E n t o n c e s ,  * n k h n * ’ n 7 , n 7
V n > ^ n o , d ( X n +1 , X n ) < 1 , de l o  que k R<oo , y , k n + 1 > k n -
Sea A= U { A n : n 1 } £ £.  Veamos que c o n v e r g e
Aa X^ .  En e f e c t o ,00 7
Vs>0 , sea m0 > n Q /  V n ^  mQ , d ( Xn + 1 , Xr  ) =2" kn< t  , co n  2 km° < £ .  
E n t o n c e s  V n > m Q, d(X(^ , X n ) = 2 ”’ k'n^2  kr"0 < í  .
S i n  e mbar go ,  veamos que ( J , d )  no es c o m p l e t o  s i  usamos 
l a  d e f i n i c i ó n  de r e d  U - C a u c h y  dada p o r  S t o l t e n b e r g  ( l o  
que c o n t r a d i c e  su Teorema 2 . 5 ) :
Sea D = N U j . a , b }  , donde a , b  son dos e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  
que no e s t á n  en N. En D d e f i n i m o s  l a  s i g u i e n t e  r e l a c i ó n  
b i n a r i a  ^  :
en N c o n s e r v a r e m o s  su o r d e n  n a t u r a l ,
V n €. N , a ^ n ,  b >, n , 
a ;> a , b >, b , a ^ b ,  b > a .
Es o b v i o  que (D,  ) es un c o n j u n t o  d i r i g i d o  con máx imos
a , b .  C o n s t r u i m o s  l a  s i g u i e n t e  r e d :
sean A , B £ Q  t a l e s  que B ^ A ;  d e f i n i m o s
T:D — J de manera que VAXi ; s i i  E N ,
T ( i  ) =
s i  i = b .
Veamos que ( T ( i ) ) p  es de Cauchy según S t o l t e n b e r g :  
V £ > 0 , sea n Q £ N /  2 n° < E .  V i , j £ D  /  i , j > n Q, j ^ i ,
c o n s i d e r a r e m o s  s ó l o  l o s  dos ú n i c o s  ca so s  p o s i b l e s :
Caso 1 . i , j  € N.
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E n t o n c e s ,  i , j ^ n  , i > j .  Lu eg o ,
T ( i )  = X * p x *  = T( j )  .
Por  t a n t o ,  d ( T ( i ) , T ( j  ) )  = d ( X* , X * )  = 2 * j  ^  2_n° < £. .
Caso 2 . i £  j  a , b  } , j  € N.
E n t o n c e s ,  j X n  ,7 O q 7
í  X»  A
T ( i ) =<¿ , V TCJ ) = X" .
1 XB00
J
Luego T ( i ) ^ T ( j ) .  Por  t a n t o ,
d ( T ( i ) , T ( j )  ) = d ( X B XA ) = 2 ' j ^  2_n° < £ ,  donde C es A ó B
J
Veamos f i n a l m e n t e  que ( T ( i ) ) p  no c o n v e r g e  en ( J , d ) :  
A BV Y€  J ,  como i  X^j , podemos s u p o n e r  s i n  p é r d i d a  de
A Ag e n e r a l i d a d  que Y ¿ X M . E n t o n c e s ,  l = d ( Y , X fl0) >  0.
V i  £ D , a » i ,  y d ( Y , T ( a ) )  = d ( Y , X * )  = l .
Luego l a  r e d  ( T ( i ) ) p  no c o n v e r g e  a Y.
O bsé rv ese  que ( T ( i ) ) p  no es una r e d  S - C a uc h y ,  pues 
(D,  ,<. ) posee máximos a , b  y l a  r e d  no c o n v e r g e  a T ( a )  n i  
a T ( b ) ,  p o r  l o  que e l  c o n t r a e j e m p l o  r e d a c t a d o  no c o n t r a ­
d i c e  n u e s t r o  Teorema 3 . 2 7  ( i ) .
A c o n t i n u a c i ó n  damos una d e f i n i c i ó n  de p r e c o m p a c i d a d  
más f u e r t e  que l a  u s u a l ,  dada en 2 . 20 , p a r a  l a  que e n c o n ­
t r a m o s  una v e r s i ó n  adecuada d e l  Teorema de N i e m y t z k i - T y c h o  
n o f f  p a r a  l a  S - c o m p l e t i t u d .
3 . 30 . De f  i n  i c  i ó n  . Un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  ( X , *lO d e c im o s  
que es S - p r e c o m p a c t o  s i  t o d o  u l t r a f i l t r o  es S - C au c hy .
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3 . 3 1 . P r o p o s i c i ó n . S i  ( X , l / i )  es S - p r e c o m p a c t o  e n t o n c e s  es 
p r e c o m p a c t o  ( s e n t i d o  u s u a l ) .
P r u e b a . D e l  hecho de que f i l t r o  S- Cauchy  i m p l i c a  P- 
Cauchy ( v e r  3 . 2 1 )  y d e l  Teorema 1 . 1  de | 5 9 | se t i e n e  e l  
r e s u l t a d o .
3 . 3 2 . P r o p o s i c i ó n . Un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es c o mp ac t o  s i  
y s ó l o  s i  es S - p r e c o m p a c t o  y S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s .
P r u e b a . E l  r e c í p r o c o  es e v i d e n t e .
Sea ( X , U )  c o m p a c t o ;  como t o d o  u l t r a f i l t r o  c o n v e r g e ,  
l o  ú n i c o  que hay que p r o b a r  p a r a  v e r  que es S - p r e c o m p a c t o  
es q u e :  s i  £  es un u l t r a f i l t r o  con e l e m e n t o  m í n i m o ,  e n t o n c e s  
c o n v e r g e  a c u a l q u i e r  e l e m e n t o  de d i c h o  m í n i m o :
Sea Eq £ F /  V F £ F , Fq C F ;  e n t o n c e s  n e c e s a r i a m e n t e
3 x £ X  t a l  que Fq = { x } y o b v i a m e n t e  í* c o n v e r g e  a x .
Veamos que ( X , ) es S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s :
Sea ? un f i l t r o  S-Cauchy e s t r i c t o  (de l o  c o n t r a r i o  o b v i o ) .
S i  ? no f u e s e  c o n v e r g e n t e ,  e n t o n c e s
V x e x ,  3 u x e u  /  u x ( x )  f  ?  .
V x <= X,  sea V €. t t  /  V C U .
’ X X X  X
A l  s e r  X c o m p a c t o ,  3 x^ , x ^ , . . . , x n £ X /  X = U t V x ( x^ ) : 1 } .
i
Sea V = O í  V : l ¿ i ¿ n  J € XI  . 
i
Como F es S - Ca uc h y ,  d e l  Lema 3 . 2 1 ,  sabemos que es
P - C au c hy ,  p o r  l o  que 3 x £  X /  V ( x )  €  F .
Por  o t r a  p a r t e ,  3 i  £ ( 1 , 2 , .  . . , n ) /  x £ V  ( x . ) .
i
De l o  que V ( x ) C U  ( x . ) ,  pues
x i  1
V y £ V ( x ) ,  ( x , y ) 6 V c V  , y como ( x . , x ) £  V , ( x . , y ) £ U  .
X • 1 X • 1 X .1 1 1
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E n t o n c e s  U ( x . ) £  í' , p e r o  e l l o  c o n t r a d i c e  l a  e l e c c i ó n  x . i  ri
de l o s  Ux .i
3 . 3 3 . C o r o l a r i o . S i  ( X , 11) es S - p r e c o m p a c t o  y S - c o m p l e t o ,  
e n t o n c e s  es c o m p a c t o .
P r u e b a . E v i d e n t e ,  ya que S - c o m p l e t o  i n d i c a  S - c o m p l e t o  
p o r  r e d e s ,  l o  c u a l  i m p l i c a  S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s .
3 . 3 4 . Lema. Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  de P e r v i n  es S- 
p r e c o m p a c t o .
P r u e b a . Sea ü p  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  d e l
e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  X. Sea P un u l t r a f i l t r o  de X.
D i s t i n g u i r e m o s  dos c a s o s :
Caso 1 . p  t i e n e  m ín i m o .
Ya hemos v i s t o  a n t e r i o r m e n t e  que P c o n v e r g e  a l
ú n i c o  p u n t o  d e l  m ín i m o.
Caso 2 . P no t i e n e  m ín i m o .
Sean Gn , G0 , . . . , G  a b i e r t o s  de X, c o n s i d e r e m o s  l a  1 1 2 ’ ’ n ’
banda b á s i c a U = n { s  :1 í - i  £ n }  ( V e r  1 . 8 )
i
Sean I  = { i £  (1,  2,  . . . , n J : ? }  y
J= { j £ { l , 2 , . . . , n ] :  X - G . e f }  .
J
Como P es un u l t r f i l t r o ,  { I , J j es una p a r t i c i ó n  de 
{ l , 2 , . . . , n j  . Sean
, s i  1=0 , s i  J =0 
, s i  J ¿0
Por  t r a t a r s e  de i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s  de miembros
M  a
de p , se t i e n e  que F = HT í 1 H p e r t e n e c e  a l  f i l t r o  h
O l  J
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Como jr no t i e n e  m í n i m o ,  e n t o n c e s  
V F , F ' £  P /  F , F F q , F '<^  F , se t i e n e  que
F x F ' c F  xF c ( H Tn H , ) x  HT C 0 [ s o : l ¿ i ¿ n ]  , según ( 1 . 1 2 . 1 ) .
0 0  1 J  1 ü.1
3 . 3 5 . TEOREMA. ( N i e m y t z k i - T y c h o n o f f )
Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  es c ompac t o  s i  y s ó l o  s i  t o d a  
c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  con su t o p o l o g í a  r e s u l t a  s e r  
S - c o m p l e t a  p a r a  f i l t r o s .
P r u e b a . S ó l o  tenemos que v e r  e l  r e c í p r o c o :
Sea (X ,  Z )  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o ,  y sea 'Vtp su c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  c o r r e s p o n d i e n t e .  D e l  Lema 3 . 3 4 ,
( X,  K p )  es S - p r e c o m p a c t o .  Como, p o r  h i p ó t e s i s ,  ( X,  U p )  
es S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s ,  de l a  P r o p .  3 . 3 2  se s i g u e  que 
X es c o m p a c t o .
3 . 3 6 . C o r o l a r i o . S i  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  es S - c o m p l e t o  
(o S - c o m p l e t o  p o r  f i l t r o s )  p a r a  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de 
P e r v i n ,  e n t o n c e s  es c o m p a c t o .
P r u e b a . O b v i o ,  pues l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  es 
S - p r e c o m p a c t a  ( 3 . 3 4 ) .
Una vez p u e s t o  de m a n i f i e s t o  e l  e r r o r  de S t o l t e n b e r g ,  
pasamos s e g u i d a m e n t e  a d e s a r r o l l a r  su t e o r í a  de c o m p l e t a -  
c i ó n  de e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s , b a sán do nos  en l a  D e f i n i ­
c i ó n  3 . 1 6 .  Empezaremos con unos r e s u l t a d o s  g e n e r a l e s  c u ya s  
d e m o s t r a c i o n e s  o m i t i m o s  p o r  s e r  a n á l o g a s  a l  caso u n i f o r m e .
( 1 )  " Todo e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es c u a s i - u n i f o r m e m e n t e
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i s o m o r f o  a un s u b e s p a c i o  de un p r o d u c t o  de e s p a c i o s  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c o s . "
( P o r  p r o d u c t o  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s , como caso 
p a r t i c u l a r  de p r o d u c t o  de e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s ,  se 
e n t i e n d e  a l  c o n j u n t o  p r o d u c t o  p r o v i s t o  de l a  c u a s i - u n i -  
f o r m i d a d  p r o d u c t o -  l a  menor  que m a n t i e n e  c u a s i - u n i f o r m e -  
mente  c o n t i n u a s  a l a s  p r o y e c c i o n e s  c a n ó n i c a s - ) .
( 2 )  " Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £  ) es c u a i - p s e u d o -
m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o  s i  e x i s t e  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  
p a r a  X que g e n e r a  a Z y t i e n e  una base n u m e r a b l e .  Un
e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  (X ,  ^  ) es c u a s i - m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o
s i  X es T ^ y e x i s t e  una c u a s i - u n i f o r m i d a d  K  p a r a  X que
g e n e r a  £ y t i e n e  una base n u m e r a b l e . "
3 . 3 7 . P r o p o s i c i ó n .
( i )  Todo c e r r a d o  de un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  5 -  
c o m p l e t o  es S - c o m p l e t o .
( i i )  Un p r o d u c t o  de e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  es S- 
c o m p l e t o  s i  y s ó l o  s i  cada f a c t o r  es S - c o m p l e t o .
P r u e b a . T o t a l m e n t e  a n á l o g o  a l  caso u n i f o r m e .
En e l  s i g u i e n t e  Teorema 3 . 3 8  se e n c u e n t r a  o t r a  j u s ­
t i f i c a c i ó n  de n u e s t r a  d e f i n i c i ó n  de r ed  S - C a uc h y .  En r e i ­
t e r a d a s  o c a s i o n e s  ( a l  c o n s i d e r a r s e  r e d e s  S-Cauchy e s t r i c ­
t a s )  se a p l i c a  e l  hecho de que s i  e l  c o n j u n t o  d i r i g i d o  
(D,   ^ ) no t i e n e  máximos e n t o n c e s
V m D , 3 n >  m con
ya que s i  e x i s t i e s e  un m q 6 D /  Vn ^  mQ, rn Q n » e n t o n c e s
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i  n 6 D , sea r  £ D /  r ^ n  y r ^ m Q, con l o  que m ^ r ^ n ,
y en c o n s e c u e n c i a  m s e r í a  un máx imo,  l o  c u a l  es a b s u r d o .7 o 7
Por  e s t e  m o t i v o  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e l  Theorem 3 . 1 ,  | 6 l | ,
es i n c o r r e c t a  pues p o d r í a m o s  e n c o n t r a r  c o n t r a e j e m p l o s  
e mp le an do  r e d e s  con v a r i o s  máx imos.
3 . 3 8 . TEOREMA.
( i )  Todo e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  a d m i t e  una 
5 - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i -  p s e u d o - m é t r i c a .
( i i )  E l  método dado en ( i )  c o i n c i d e  con e l  método 
de c o m p l e t a c i ó n  c l á s i c o  cuando e l  e s p a c i o  i n i c i a l  es 
p s e u d o - m é t r i c o .
P r u e b a .
( i )  Sea ( X , d )  un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  t a l
que d ( x , y ) ^  1 , X ( e l l o  no r e s t r i n g e ) .
Sea X = í x = ( x )00 ( x  ) es una s u c e s i ó n  S-Cauchy 1 n n = 1 n
e s t r i c t a  en X j  .
D e f i n i m o s  d : X x X — R como s i g u e :
d ( x , y ) = 1 im l i m  d ( x  , y  )17   n mm n
Veamos que ( X , d )  es un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o :
Es e v i d e n t e  que 0 ^ d ( x , y ) ^ l ,  V x , y  6 X.
V x £ X , V £ > 0 ,  sea N > 1 /  ^ / n > m ^ N ,  d ( x n , x m) < £  .
V M ^  1,  sea m ^ m á x ( M , N )  ( 1 )
V n > m, se t i e n e  que d ( x n , x m) < £  , p o r  t a n t o
l i m  d ( x  , x  ) < £ ( 2 )n mn
De ( 1 )  y ( 2 ) ,  l i m  l i m  d ( x  , x  ) 4 £ • Luego d ( x , x ) = 0 .
m n
V x , y , z €  X , V ¿ >0 , sean u^ = d ( x , z ) ,  U2 = d ( z , y ) .  Sea M ^ l ,
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De la definición de u2> 3 mQ ^M, y 3 Nq ^  1, tales que
d ( z n , y m ) < u 2+ £/2 ;  V n  ^ ,Nq .
O
A n á l o g a m e n t e ,  de l a  d e f i n i c i ó n  de u ^ ,
3 m^ ^  máx(M,NQ) , y 3 N ^ 1 ,  t a l e s  que
d ( x  , z ) < u , + £ / 2  ; V n  X N ,  .n ’ 1 * /  1
V n > / N d ( x n ,y  ) í d ( x  , z  ) + d ( z  , y  ) < u + t /Z  + + £/2 =
o l i o
= u +u + £- .
R e c o n s t r u y e n d o , V M ^ l , 3 mo ^ M ,  y ,  3 1 , t a l e s  que
d ( x n , y m ) < u x+ u 2+ t  , V n  ^IS^.  
o
L ue go ,  d ( x , y ) ^ u ^ + u 2 + £ , V £ > 0 . A s í  d ( x , y ) ^ u ^ + u 2 .
Veamos que ( X , d )  es i s o m o r f o  c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  a un
s u b e s p a c i o  de ( X , d ) :
Sea h:  ( X , d )  — ■- ( X , d ) ,  d e f i n i d a  p or
h ( x ) ( n ) = x ,  V n ^  1 , Vx 6 X.
h e s t á  b i e n  d e f i n i d a ,  ya que h ( x )  es una s u c e s i ó n
S-Cauchy  e s t r i c t a .
Además,  V x , y £ X ,  d ( h ( x )  , h ( y ) )  = l i m  l i m  d ( h ( x ) ( n ) ,h( y ) (m) ) =
m n
= d ( x , y ) .
Por  t a n t o  h es una c u a s i - p s e u d o - i s o m e t r í a  ( i s o m e t r í a
e n t r e  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s ) .
Veamos a h o r a  que h ( X) es denso en X:
Vx  e x ,  V £ > 0 , sea n /Vn  > m ^  n , d ( x  , x  ) < £ .7 o o n m
d ( x , h ( x  ) ) = l i m  l i m  d ( x  , h ( x  ) ( k ) ) = l i m  d ( x  , x  ) 4 ’ m —¡—  n ’ m n 7 mk n n
>< sup d ( x , x ) ¿ £ n mn? m
L uego ,  h ( X ) es denso en X.
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A c o n t i n u a c i ó n  demos t ramos  que ( X , d )  es s u c e s i o n a l -
mente  S - c o m p l e t o :
Sea ( x 0 )00 , una s u c e s i ó n  S-Cauchy e s t r i c t a  en ( X , d ) ,  n = i
( o b s e r v a r  que s i  l a  s u c e s i ó n  v e r i f i c a s e  ( i )  o ( i i )  de 3 . 1 6  
e n t o n c e s  s e r í a  ya c o n v e r g e n t e ) .
Para  k = l ,  3 n ^  1 /  V m >  n ^ ,  d ( x m, x r'1 ) < 2  ^ .
Par a  k >, 2, sea n ^m a ' xC n ^  ^ + l , n ^ ) ,  s i e n d o  n^ t a l  que
d ( x m , x n,c ) < 2 ^ , V m > n ^ .
A s í  pues c o n s t r u i m o s  i n d u c t i v a m e n t e  l a  s u b s u c e s i ó n  
( x n ^  i  que posee l a s  s i g u i e n t e  p r o p i e d a d e s :
( 1 )  n k < nk + i  - V k > " 1 -
( 2 ) V k > / 1 , 3 l k ¿ - l  / V i > j ^ I k , d ( x " * , x " K ) < 2 ' k .
( 3 )  Como d ( x n i , x n i ) <  2 ” ^ ,  e n t o n c e s
V q >/ 2 , 3 P . r >. m a ' x d - . j P ,  T , q )  ( s i  q = l  e l e g i m o s  P, >1,)l » q  ± -»-f q -±  J-»H x
3 L ( P ^  ) ^ 1 , t a l e s  que
d ( x ^2 , x ?1 ) <  2 ' 1 , V j } L ( P ,  ) .
J i > q i , q
( 4 )  Y k ^  2 , se t i e n e  que d ( x n|wl, x 0* ) < 2 k y p o r  t a n t o ,
Vq>,2, 3 V q * m*xClk ,Pk,q-l+ 1 ’L(Pk-l,q)’q)’ V ’
3 L ( P k q ) ^ l ,  ( s i  q = l  e l e g i m o s  P^ .^ma'x( ) )
t a l e s  que d ( x  ^ í, x „  * ) < 2 ^
J k , q
Sea z. =XnK . La s u c e s i ó n  z = (z  ) °° , es S- Cauchy
’ q k , q q ’ q q = 1
e s t r i c t a  en ( X , d ) ,  pues V q ^ l ,  V i > j ^ , q  se t i e n e :
d ( 2 i , i ’ 2 j , j ) '< d ( z i , i ’ z i , j ) + d ( z i , j ’ z i - x , j ) + " - +d(z j +i , j ’ zj , j ) -
P e r o ,  d(  z i ; i , Z i ) j ) = d ( x ^  , x ^  K  2‘ \  pues Pi j i >Pi > i _1> • • ->Pi t  j  *  V
1 > 1 1 » J
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Además,  V k /  j ^ k ^ i - l ,  se t i e n e
d ( z k + l  i ’ z k i ) = d C , X p K ) < 2~k , pues Pk x 1 >  L ( P ) .
1 k +1 , j  k , j  k + i , j
L u e g o ,  d ( z .  , , z .  . )  < Z ' 1- , - E  2 ' k < 2~q +1 + H  2 _ k = H  2 ' k r 2 'q+2 .
1 * 1 J »J K>j K>C)
A s í  , V £->0 , sea q Q >, 1 /  2 £ t  ; e n t o n c e s
V i > j > / % ’ d ( z i , i ’ z j , j ) <  2"q°+2 •
Por  t a n t o  z £ X .
3 . 3 8 . 1 . Lema. S i  ( x n )°° . es una s u c e s i ó n  S-Cauchy e s t r i c t a  -----------------------  n = 1
en ( X , d ) , y , ( x n *)£°_^ es una s u b s u c e s i ó n  que c o n v e r g e  a x ,
e n t o n c e s  c o n v e r g e  a x .
P rueba  . V £ > 0 , - 3 n Q /  V n > m > / nQ, d ( x n , x m ) < ¿ /  2 .
]  k Q /  V k ^ k Q, d ( x , x n* ) < k / 2 .
Sea m =max( n Q, n^ ) .
o
V n >/WQi d ( x , x n ) £ d ( x , x n,<) +d ( x 1"1* , x n ) < £/2 + £/ 2 = & ,
s i e n d o  k >, k /  n. > n .' o  k
S i g u i e n d o  con e l  Teorema,  p a r a  p r o b a r  que ( * n ) ^
c o n v e r g e  a z ,  p o r  e l  Lema a n t e r i o r ,  b a s t a  con d e m o s t r a r  
/ - n„  n oo —que ( x  K )|<» j  c o n v e r g e  a z :
^  £ > 0 , tenemos que d e m o s t r a r  que ^ k Q /  ^  ^ ^  k Q , V ^ q ^ l »
3 P >/ q> y> 3 L ( p ) > / l ,  t a l  que d ( z  . . , x " k ) < £ , V j  >, L ( p ) .
J J J H
OO
Sea k /  5 1  2*”1 < £ / 3 .
0 i f *0
V q X 1 » V k >, k , c o n s i d e r a m o s  dos c a s o s :? ~ /  7 / o
Caso 1 . k >, q .
Tomemos p=P. , y> L ( p ) = k .  k , q
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V j ^ k ,  d ( z . . , x " K  ) ¿ d ( z .  . , z  k ) + d ( z k k ,Xp' í ) ,
J , J  iJ|<jq j , j * K >K r k , q
00
p e r o  como j  ^  k , se t i e n e  d ( z .  . ,  z^ k )  ^ 2 d+ X I  ^ 1 •
 ^ d 9 i : k
d ( <‘ k , k » x p!‘ ) = d C xp!! u ’ x p^ } < 2 " k ’ pU0S P k - k >9 k , q  k , k  k , q
( N o t a r  que s i  P. u = p ., > e n t o n c e s  k = q ,  de l o  quek , k k , q
d ( z  , ,XpK ) = 0 ) .  Luego d ( z .  . , . x j k ) < £ . 
k , K  r k , q  J , J  k , q
Caso 2 . k < q .
Tómese p=P. , y ,  L ( p ) = q .  k , q
d ( Z q , q ’ ><Pk ) q ) '< d ( Z q , q ’ Zq - 1 , q ) + d ( Z q - 1 , q ’ Zq - 2 , q ) + - - -  +
+ d ( z k + l  q , X p K } *K+1,q  k , q
P e r c , V i  /  k ¿ i £ q - l ,  d (zi+1 a , z i  q ) = d ( x pI4,i »x pL ) ^ 2
i + l » q  í > q
pues P. , ^ L ( P .  ) .H í + l , q  '  i , q
oO
A s í ,  d ( z  , x ¡ k ) (  1H 2 k / 3 .
q ’ q k , q i ,K
De d onde ,  V j > , q ,  d ( z  . , X p k ) ^ d ( z  . , z  a ) + d ( z a ’ x p K ^
j , j ^ k>q j , j q»q q»q *-k>q
oo
< 2* j  + I I  2- 1 + £ / 3  < £ .
En re su me n,  ( X » d ) es un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  
s u c e s i o n a l m e n t e  S - c o m p l e t o .
D e f i n i m o s  a h o r a
X= •[ x = ( x m) D /  x es una r e d  S-Cauchy no c o n v e r g e n t e  en ( X , d ) J  
Sea X * = X U X .
-#• *#■
D e f i n i m o s  d * : X  x X — R, de l a  s i g u i e n t e  manera 
d * ( x , y ) = d ( x , y ) ,
d * ( x , y ) = l i m  d ( x m, y ) ,  donde x = ( x m) n , 
meD
d * ( x , x ) =0 ,
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d * ( x * , y * ) = 1 , en l o s  demás c a s o s .
*
Veamos que (X , d * )  es un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o :
1 . -  d *  e s t á  b i e n  d e f i n i d a  en t o d o s  l o s  c a s o s ,  pues
l i m  d ( x m, y ) = i n f  sup d ( x n , y ) ,  
m£D meD n¿m
y como 0 ^ d ( x , y ) ^ l ,  V x , y  e  X,  e n t o n c e s  0 ^ d * ( x * , y * ) < l ,
V x * , y *  £  X .
2 * -  V x *  € X , d * ( x * , x * ) = d ( x , x ) = 0 ,  s i  x * £  X: y d * ( x * , x * ) =
= d * ( x , x ) = 0 ,  s i  x * £  X.
3 . -  ^ x * , y * , z * e  X , Supongamos que d * ( x * , z * )  < 1,  y ,
d * ( z * , y * ) < l ,  de l o  c o n t r a r i o  r e s u l t a  o b v i o .  D i s t i n ­
gu imos  dos c a s o s :
Caso 1 . x * = x ;  y * = y ;  z * = z .  O b v i o .
Caso 2 . x *  = x ;  y * = y ; z *  = z .
d * ( x * , z * ) = d * ( x , z ) = 1 im d ( x m, z ) .
me D
d * ( z * , y * ) = d ( z , y ) .
d * ( x * , y * ) = d * ( x , y ) = l i m  d ( x m, y ) .
m£D
V m í D ,  d ( x m, y ) ^  d ( x m , z ) +d ( z , y ) , de l o  que tomando l í m i t e s
s u p e r i o r e s  en ambos m i e m b r o s ,
d*  ( x *  , y * )  >£ d*  ( x *  , z *  ) + d*  ( z *  , y *  ) .
*
Para  d e m o s t r a r  que (X , d * )  es S - c o m p l e t o  n e c e s i t a m o s  e l  
s i g u i e n t e
3 . 3 8 . 2 . Lema. S i  ( x m) ^ es una r e d  S-Cauchy  en ( X , d )  que 
no c o n v e r g e ,  e n t o n c e s ’ 3 m € D /  V m , n ^ m Q, n m , d ( x II1, x n ) : 0 .
P r u e b a . Como ( x m)p es una r e d S-Cauchy  no c o n v e r g e n t e ,  
es d e c i r ,  ( x m) p 6 X, es e q u i v a l e n t e  a que d i c h a  r e d  sea 
S-Cauchy e s t r i c t a  no c o n v e r g e n t e ,  e n t o n c e s  
Para k = 1 , 9 m ^  £ D /  V m , n £ m ^  , n ^ m ,  d ( x m , x n ) < 2 * .
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V k ;» 2,  sea nr^e D /  mk ^ mk _ 1 » mk - l  ^  mk ? ^ m’ n ¿ mk ’ n ^ m»
d ( x m, x n ) < 2 “ k .
La s u c e s i ó n  ( x m K ) ^ es S-Cauchy  e s t r i c t a  en ( X , d ) ,
pues V £ > 0 , Sea k Q /  2 k° ^  £ . V i  > j  ^  k Q , d ( x m* , x mj ) v 2 k ° ^ ¿ ,
pues m . ,m . ^  m. , y , m i m  .i  J k q j  r  i
Como ( X , d )  es s u c e s i o n a l m e n t e  S - c o m p l e t o ,  3 y € X , t a l  
/ * m ¡¿ \ oo
que ( x  c o n v e r 9e a y*
A f i r m a m o s  que e x i s t e  m £. D /  m X m, , V k ^  1 ; de l o   ^ o o '  k
c o n t r a r i o  V m £ D ,  3 k }1  /  m ^ mk *
V £ > 0 , sea k Q /  2 k°  ^ E/2 , y ,  d ( y , x m,<) ^ E/ 2 , V k ^  k Q.
V m e D  /  m ^  m^ , sea k ^  k Q /  m ^ m ^ ,  e n t o n c e s
o '
d ( y , x m) <  d ( y , x mK)+d ( x mK , x m ) t  £ / 2  + 2 k ° K £- , ya que
m ^ mk 9 mk ^ mk ’ m^ mk* o o
L ueg o ,  l a  r e d  (x™)^  c o n v e r g e  a y ,  l o  c u a l  es una
c o n t r a d i c c i ó n .
A s í ,  e x i s t e  m £  0 /  m >.m. , ' / k X l .7 o o /  k /
V m, n e  D /  m , n ^ m Q, n ^ m ,  Í  k ^  1 , como m , n ^ m Q^ m k , n ^ m ,  
e n t o n c e s  d ( x m, x n ) < 2 k . L ue go ,  d ( x m, x n ) = 0 .
V o l v i e n d o  a l  Teorema,  sea ( [ x * ] m)p una r e d  S-Cauchy
*
e s t r i c t a  de t é r m i n o s  d i s t i n t o s  de (X , d * ) .  S i  f u e s e  c o n v e r ­
g e n t e  "a  p r i o r i "  no h a r í a  s e g u i r .
S i  £ = 1 ,  3 m € D /  m , n ^ m  , n i m ,  d * ( [ x * ] m, [ x * ] n ) < 1.O O A
Sea E= { m € D /  m>y mQ, y ,  m0 ^  m 1 • Pues ) no t i e n e
máx imos.  ( E , < )  es un c o n j u n t o  d i r i g i d o .
Veamos que l a  r e d  ( [ x * ] m) -^ es S - Ca uc h y :
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S i  (D,  no t i e n e  máx imos ,  e n t o n c e s  (E ,  t ampoco 
l o s  t i e n e .  E n t o n c e s  se t i e n e :
V £ > 0 , sea n Q£ D  /  V m , n £ D ,  m , n ^ n Q, n ^ m ,
d * (  [ x * ] m, [ x * ] n ) < £ .
Sea r o £  E /  r Q ^ n Q.
V m , n £ E  /  m , n ^ r Q, n ^ m ,  d * ( [ x * ] m , [ x * ] n ) < í
Además,  como V m ^ E ,  d*  ( [ x * ]  m , [ x * ]  m° ) ^  1,  y ,
[ x * ] m i  [ x * ] m° , e n t o n c e s
Y m € E ,  [ x * ]™ = x m £ X.
C o n s i d e r a m o s  dos c a s o s :
Caso 1 . ( x m) E c o n v e r g e  a x € X.
y?
O bv i am en te  ( [ x * ] ) ^  c o n v e r g e  a x en (X , d * ) ,  pues 
V E > 0 , sea r  q £  E /  V m £ E , m . ^ r Q, d ( x , x m) v £ .
P e r o ,  V m £ D /  m ^  r  , i m p l i c a  m £ E  (de l o  c o n t r a r i o
m >, m i m p l i c a r í a  m >, r  ) .  o r  o '  o
Caso 2 . ( x m) E no c o n v e r g e  en ( X , d ) .
Sea x = ( x m) E € X.
De l  Lema 3 . 3 8 . 2 ,  3 r  6 E /  V m , n £ E ,  m , n ^ r  , n ¿  m,O O *1
“] /  — rn —'R\ nd ( x , x ) = 0 .
V m £  D /  m £ r  Q, como v imos  a n t e s ,  m £ E , l u e g o




A s í  p u e s ,  c o n v e r g e  a x en (X , d * ) .
— *  *
Como X es denso en X , e n t o n c e s  (X , d * )  es una c o m p l e -
t a c i ó n  de ( X , d ) .
( i i )  Supongamos que ( X , d )  sea un e s p a c i o  p s e u d o -  
m é t r i c o .
Sea X l a  f a m i l i a  de l a s  s u c e s i o n e s  S-Cauchy  ( es  
d e c i r ,  Cauchy en s e n t i d o  u s u a l ,  según 3 . 1 7 ) .
V x , y £  X, d ( x , y ) = l i m  l i m  d ( x  , y  ) = l i m  d ( x  , y  ) ,  ya que
m n
e s t e  ú l t i m o  l í m i t e  e x i s t e .
En c o n s e c u e n c i a ,  ( X , d )  es e l  mismo e s p a c i o  p s e u d o -  
m é t r i c o  que se c o n s t r u y e  con e l  método c l á s i c o .
Como ( X , d )  es s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o ,  e n t o n c e s  ( X , d )  
t a m b i é n  es c o m p l e t o .
Luego X = 0 y ( X , d ) = ( X  , d * ) .
3 . 3 9 . TEOREMA.
( i )  S i  ( X j ' U ' )  es un e s p a c i o  c u a s i - u n i  f o r m e , e n t o n c e s  
a d m i t e  una S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - u n i f o r m e .
( i i )  En l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s ,  e l  método de ( i )  c o i n ­
c i d e  con e l  c l á s i c o .
P r u e b a .
( i )  Como c o n s e c u e n c i a  de l a  c i t a  ( 1 )  de c o m i e n z o  de 
e s t a  s e c c i ó n ,  ( X , 'VI ) e s t á  i n m e r s o  en un p r o d u c t o  de e s p a c i o s
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c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s , 1 T ( X . , d . ) .  D e l  Teorema 3 . 3 8 ,
I  1 1
V i  €L I , 3 ( X ^ , d t )  que es una S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - p e s u d o -
m é t r i c a  de ( X . , d . ) .  De l a  P r o p o s i c i ó n  3 . 3 7 ,  T" ~ [ (X . ,d * )  esi  i  j  i  i
T—T *S - c o m p l e t o .  Como ( X , 1/ t ) e s t á  i n m e r s o  en 1 í ( X . , d * ) ,  l a
X 1 i
c l a u s u r a  de X en d i c h o  p r o d u c t o  es un e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  
S - c o m p l e t o ,  según 3 . 3 7 .
S i  X es l a  c l a u s u r a  c i t a d a  y 1Á es l a  c u a s i - u n i f o r -
t—r *  \ *midad p r o d u c t o  de 1 | ( X ^ , d t )  r e s t r i g i d a  a X , e n t o n c e s  e l
*  *
p a r  (X , Vi ) es una S - c o m p l e t  a c i ó n  de ( X , TX.) .
( i i )  S i  ( X , 1 1 )  es un e s p a c i o  u n i f o r m e ,  e s t á  i n m e r s o
en un p r o d u c t o  de p s e u d o - m é t r i c o s . D e l  a p a r t a d o  ( i i )  d e l
Teorema 3 . 3 8 ,  y s i g u i e n d o  l o  a n t e r i o r m e n t e  hecho en ( i ) ,  l a
*  *c o m p l e t a c i ó n  ( X , 1/t ) que se o b t i e n e  es un e s p a c i o  u n i f o r m e .
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C o n t e n i d o ;
- - G e n e r a c i ó n  de c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  p o r
f a m i l i a s  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  ( h a s t a  4 . 4 )
( * )  - - C u a s i - p s e u d o - m e t r i z a c i ó n  y S - c o m p l e t a c i ó n
c u a s i - m é t r i c a  de TA p • ( 11 4 . 1 1 )
( * )  - - A l g u n o s  i n c o n v e n i e n t e s  de l o s  e s p a c i o s
c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  ( M 4 . 1 7 )
( * )  - - C o m p l e t i t u d  y e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o -
m é t r i c o s  de B a i r e  ( " 4 . 2 5 )
- - E l  Teorema d e l  Pu n t o  F i j o  en e s p a c i o s
c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  ( " 4 . 3 0 )
- - S o b r e  e s p a c i o s  b i t o p o l ó g i c o s  ( " 4 . 3 6 )
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Resumen del Capítulo 4:
Empezamos c o n s i d e r a n d o  en 4 . 1  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  que 
g e n e r a  una f a m i l i a  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  y después  
como c a s os  p a r t i c u l a r e s  según sea l a  f a m i l i a  3  ob tenemos  
( C o r o l a r i o s  4 . 3  y 4 . 3 )  l a s  c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  Ú.p,  f l a 
t r a n s i t i v a  más f i n a  y l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  u n i v e r s a l  ( l a  más 
f i n a  de t o d a s  l a s  c o m p a t i b l e s  con una misma t o p o l o g í a )
E l  c o n t e n i d o  de l a  s i g u i e n t e  s e c c i ó n  ha s i d o  p u b l i c a d o  
en S t o c h a s t i c a  ( | 1 1 1) .  Hacemos uso d e l  Lema 4 . 3 . 1  (una  c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a  Ib  es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e  s i  y 
s ó l o  s i  posee una base n u m e r a b l e )  p a r a  l l e g a r  a l a  P r o p o s i ­
c i ó n  4 . 3 ,  l a  más i m p o r t a n t e  de e s t a  s e c c i ó n :  ( X , t L p )  es
c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o  s i  l a  t o p o l o g í a  de X es de 
c a r d i n a l  n u m e r a b l e .  Dos c o n s e c u e n c i a s  i n m e d i a t a s  son d e d u c i ­
das en 4 . 6  y 4 . 7 .  Empleando e l  Lema 4 . 8 . 1  h a l l a m o s  una c a r a c ­
t e r i z a c i ó n  de cuándo un e s p a c i o  c u s i - m é t r i c o  ( X , d )  a d m i t e  
una S - c o m p l e t a c i ó n  que s i g a  s i e n d o  c u a s i - m é t r i c a  ( 4 . 8 )  en 
t é r m i n o s  de ^ , - c o n v e r g e n c i a  p a r a  s u c e s i o n e s  S-Cauchy  en 
( X , d ) .  E l  c o r o l a r i o  de l a  P r o p o s i c i ó n  4 . 9 :  l a  f a m i l i a  de Z -  
c e r r a d o s  es una base de l o s  a b i e r t o s  de l a  t o p o l o g í a  s i m é ­
t r i c a  'Z ' , nos l l e v a  a l  r e s u l t a d o  cumbre de e s t a  s e c c i ó n :  
Todo e s p a c i o  de P e r v i n  c u a s i - m e t r i z a b l e  a d m i t e  una S - c o m p l e ­
t a c i ó n  c u a s i - m é t r i c a .
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La t e r c e r a  s e c c i ó n  nos m u e s t r a  a l g u n o s  d e s a g r a d a b l e s  
i n c o n v e n i e n t e s  que p r e s e n t a n  l o s  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é -  
t r i c o s  r e s p e c t o  de l o s  p s e u d o - m é t r i c o s . E l  p r i m e r o  de e l l o s  
v i e n e  p l asma do  en e l  e s p a c i o  ( J , d ) ,  e s t u d i a d o  ya en e l  Ca­
p í t u l o  a n t e r i o r  ( 3 . 2 4 ) ,  en e l  que demos t ramos  que t o d a  s u ­
c e s i ó n  a d m i t e  una s u b s u c e s i ó n  P-Cauchy (más aún,  d i c h a  s u b -  
s u c e s i ó n  es de hecho c o n v e r g e n t e )  ( 4 . 1 2 . 2 ) ,  y p u e s t o  que 
es P - c o m p l e t o  ( 4 . 1 2 . 3 )  y no c ompac t o  ( 4 . 1 2 . 4 ) ,  se c o n c l u y e  
que no es p r e c o m p a c t o ,  con l o  que r espondemos  a l a  p r e g u n t a  
que S. Romaguera f o r m u l a  en | 37 | , p . 3 3;  a l  mismo t i e m p o  e s t e  
e s p a c i o  r e s p o n d e  n e g a t i v a m e n t e  a l  p r o b l e m a  que I . L .  R e i l l y ,  
P . V.  Subrahmanyam y M.K.  Vamanamur thy  p l a n t e a n  en | 5 4 1 , ya 
que ( J , d )  es un e s p a c i o  s e c u e n c i a l m e n t e  compac t o  que no es 
co mp ac t o  ( l a  r e s o l u c i ó n  de e s t e  ú l t i m o  p r o b l e m a  nos ha s i d o  
p u b l i c a d o  en l a  r e v i s t a  a u s t r í a c a  M o n a t s h e f t e  f ü r  M a t h e m a t i k ,
11 2 1 ) .  E l  C o n t r a e j e m p l o  4 . 1 3  m u e s t r a  que l a  c l a u s u r a  de un 
p r e c o m p a c t o  no t i e n e  p o r qu é  s e r  p r e c o m p a c t o  en g e n e r a l .  E l  
c o n t r a e j e m p l o  4 . 1 4  p r u e ba  que e x i s t e n  s u c e s i o n e s  P-Cauchy  
no a c o t a d a s  en e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s ,  y e l  4 . 1 5  o f r e ­
ce un e s p a c i o  donde hay s u c e s i o n e s  P- Cauchy  no c o n v e r g e n t e s  
que a d m i t e n  s u b s u c e s i o n e s  c o n v e r g e n t e s  ( l o  que p r u e b a  una 
vez más que e l  c o n c e p t o  P-Cauchy de P e r v i n  es menos i n t e r e ­
s a n t e  que e l  S-Cauchy de S t o l t e n b e r g ) .  También o bser vamos  
que e l  l í m i t e  c u a s i - u n i f o r m e  de f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  no t i e n e  
p o r q u é  s e r  c o n t i n u a  en g e n e r a l  ( C o n t r a e j e m p l o  4 . 1 6 . 1 )  y f i n a l ­
mente vemos que no se v e r i f i c a  e l  Teorema de l a  C a t e g o r í a  de 
B a i r e  p a r a  c u a s i - m é t r i c o s  c o m p l e t o s  ( t a n t o  S como P - c o m p l e t o s )
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( C o n t r a e j e m p l o  4 . 1 7 ) ,  l o  que nos da p i e  p a r a  una nueva 
s e c c i ó n  que r e s t a  i m p o r t a n c i a  a e s t e  ú l t i m o  i n c o n v e n i e n t e ,  
e l l o  me ha s i d o  p u b l i c a d o  en l a  R e v i s t a  M a t h e m a t i c a l  C h r o -  
n i c l e  de l a  U n i v e r s i d a d  de A u c k l a n d  (Nueva Z e l a n d a ) ,  | 1 6 | .
En e l  c o mi en z o  de l a  s e c c i ó n  r ecogemos l a s  d e f i n i c i o ­
nes de d i s t i n t o s  t i p o s  de s u c e s i o n e s  de Cauchy en e s p a ­
c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  dadas  en | 5 4 | , y demost ramos 
(Teorema 4 . 2 1 )  que t o d o  e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o , l e f t  
k - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  que sea q u a s i - r e g u l a r  ( v e r  | 2 7 | ) 
es de B a i r e ,  l o  que g e n e r a l i z a  e l  r e s u l t a d o  c l á s i c o  p a r a  
p s e u d o - m é t r i c o s  c o m p l e t o s ,  a l  mismo t i e m p o  que d edu c i mo s  
r e s u l t a d o s  a n á l o g o s  p a r a  e s p a c i o s  que sean l e f t  d - s u c e s i o -  
n a l m e n t e  c o m p l e t o s  o w e a k l y  l e f t  k - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e ­
t o s ;  l a  i m p o r t a n c i a  de l a  a s um p c i ó n  de q u a s i - r e g u l a r i d a d  se 
pone de r e l i e v e  en e l  E j e m p l o  4 . 2 3 .  Por  o t r a  p a r t e ,  t a m b i é n  
probamos que l o s  e s p a c i o s  t o p o l ó g i c o s  t o t a l m e n t e  o r d e n a d o s  
que son o r d e . n - c o m p l e t o s  ( | 60 | ) poseen una p r o p i e d a d  más f u e r ­
t e  que s e r  de B a i r e :  son p s e u d o - c o m p l e t o s  ( | 8 | ) .
La s i g u i e n t e  s e c c i ó n  t i e n e  como r e s u l t a d o  f u n d a m e n t a l  
e l  Teorema 4 . 2 6  que g e n e r a l i z a  e l  Theorem 9 de | 5 4 1, dando 
una v e r s i ó n  d e l  Teorema d e l  P u n t o  F i j o  p a r a  e s p a c i o s  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c o s  T , de l o  que d e d u c i o m os  dos c o r o l a r i o s  i n t e -
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r e s a n t e s .  La P r o p o s i c i ó n  4 . 3 0  nos m u e s t r a  l a  f o rma  con que 
e l  p u n t o  f i j o  depende d e l  p a r á m e t r o  A , cuando l a  a p l i ­
c a c i ó n  c o n t r a c t i v a  f  depende de manera " b a s t a n t e  r e g u l a r "  
de X .
La ú l t i m a  s e c c i ó n ,  t r a s  r e c o r d a r n o s  a l g u n o s  c o n c e p t o s  
a c e r c a  de p r o p i e d a d e s  de s e p a r a c i ó n  b i t o p o l ó g i c a s , deduce 
l a  P r o p o s i c i ó n  4 . 3 1 :  S i . ( X , ' ? , 0¿)  es c u a s i - u n i  f o r m i z a b l e , 
e n t o n c e s  ( X , *? ) es T ^ s i  y s ó l o  s i  ( X , í* , ) es p a i r w i s e
H a u s d o r f f ,  e l  C o r o a l r i o  4 . 3 2 :  (X, T ) es s i  y s ó l o  s i
( X , £  , £ ' )  es p a i r w i s e  H a u s d o r f f .  Además,  l a s  P r o p o s i c i o n e s  
4 . 3 3  y 4 . 3 3  nos d i c e n  que (X, £  , £ ' )  es p a i r w i s e  r e g u l a r  y 
p a i r w i s e  n o r m a l .  F i n a l m e n t e  se t i e n e  l a  P r o p o s i c i ó n  4 . 3 6 :  
s i  £  y se deducen de l a s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  c o n ­
j u g a d a s  p y q,  e n t o n c e s  (X, £ ) es de B a i r e  s i  X es q - c o m p l e t o .
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R. S t o l t e n b e r g  p r o b ó  en | 6 1 | que t o d o  e s p a c i o  c u a s i -  
u n i f o r m e  e s t á  e n ge n d r a d o  p o r  una f a m i l i a  de e s p a c i o s  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c o s ,  de fo rma  a n á l o g a  a l o  que sucede  en l o s  e s ­
p a c i o s  u n i f o r m e s .  En e s t a  p r i m e r a  s e c c i ó n  nos ocupar emos  de 
e n c o n t r a r  l a s  f a m i l i a s  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  que e n g e n d r a n  
a c i e r t o s  e s p a c i o s  p a r t i c u l a r e s ,  como e l  de P e r v i n ,  l a  c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  e n g e n d r a d a  p o r  una subbase  ( P r o p o s i c i ó n  1 . 9 ) ,  
l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a  más f i n a  y l a  c u a s i - u n i f o r ­
midad u n i v e r s a l  ( l a  más f i n a  de l a s  c o m p a t i b l e s ) .
4 . 1 . D e f i n i c i ó n . s i  «£) es una f a m i l i a  de c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c a s  en un c o n j u n t o  X, l l amamos  c u a s i - u n i f o r m i d a d  g e n e ­
r a da  p o r  ¡¿i a a q u e l l a  que t i e n e  p o r  s ubbase  a l a  f a m i l i a
í ^ d £ : ^ » s i e n d o  = { ( x , y ) £ X x X : d ( x , y ) < £ ]  .
La r e p r e s e n t a r e m o s  p o r  ^ $  •
4 . 2 . P r o p o s i c i ó n . Sea S una subbase  t r a n s i t i v a  d e l  e s p a c i o  
c u a s i - u n i  f o rme ( X , * U / ) .  Dada U £ 5 , l a  f u n c i ó n
f 0 , s i  ( x , y ) £  U,
d u (x > y ) -  < ,
l  1 , s i  ( x , y ) f  U,
d e f i n e  una c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a  en X.
S i  es l a  f a m i l i a  de t a l e s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s ,
e n t o n c e s  IX es l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  que e l l a  g e n e r a .
P r u e b a . Es s u f i c i e n t e  con d e m o s t r a r  l a  d e s i g u a l d a d
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t r i a n g u l a r :
Sean x , y , z £ X .  S i  ( x , z ) £ U ,  es o b v i o  que 
d j j ( x , z )  ^  d y ( x , y )  + d ^ ( y , z ) .  S i  ( x , z ) ^ U ,  e n t o n c e s
( x , y ) ^  U, ó,  ( y ,  z ) ^ . U  (de l o  c o n t r a r i o ,  a l  s e r  U*U=U,
( x , z ) €  U ) y a s í  du ( x , z ) ¿ d y ( x , y ) + d y ( y , z ) .
V U £  5  , U = U . , , l u e g o  ÍA C  . R e c í p r o c a m e n t e ,
U ’ z S
V U £ 5  , V £>0  3 í  € ] 0 , l [  t a l  que U,  U,  c , p e r o
ay »t (J
U.  r  -  U; l u e g o  U.  -  £  W y C  "U- .
d u»<r y du ,e
4 . 3 £ o r o l a r i o . Sea ( X , £  ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o .
( i )  La c u a s i - u n i f o r m i d a d  de P e r v i n  es l a  g e n e r a d a  p o r
l a  f a m i l i a  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  3 ^  = [  d ^ :  G £ £  }  , donde
f  0 ,  s i  ( x , y ) Sp
d G( x » y )= *|  1 , s i  ( x , y S G-
( i i )  S i  S es una subbase  de £  , l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d
a s o c i a d a  a <5 , v e r  1 . 9 ,  es l a  g e n e r a d a  p o r  l a  f a m i l i a
Ds = { dG « c e  S i  .
P r u e b a . Son c o n s e c u e n c i a s  i n m e d i a t a s  de l a  P r o p o s i c i ó n
4 . 2 .
F l e t c h e r  y L i n d g r e n  d e m u e s t r a n  en | 1 9 | que l a  c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  1A n ( D e f i n i c i ó n  2 . 1 3 )  c o i n c i d e  con l a  c u a s i -  
u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a  c o m p a t i b l e  más f i n a .  Vamos p o r  t a n t o  
a e n c o n t r a r  l a  f a m i l i a  de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  que g e n e r a n  
a U Q:
4 . 4 . C o r o l a r i o . Sea (X,  £ )  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o .
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( i )  La c u a s i - u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a  más f i n a  es l a  
g e n e r a d a  p o r  l a  f a m i l i a  £ )^  = £ d ^ :  Q es un Q - c u b r i m i e n t o  }  ,
donde f  0 , s i  ( x , y ) € U
d ( x , y ) = j  5
? (.1, si ( x , y )  4 U?,
s i e n d o  U como en l a  d e f i n i c i ó n  2 . 1 3 .
Q
( i i )  La c u a s i - u n i f o r m i d a d  u n i v e r s a l  "U/p es l a  g e n e r a ­
da p o r  l a  f a m i l i a  2) p= { d :
P r u e b a . ( i )  E v i d e n t e  de 4 . 2 ,  ya que l a s  U f o r ma n
Q
una subbase  de l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  t r a n s i t i v a  más f i n a .
( i i )  Pa r a  d e m o s t r a r l o  b a s t a  v e r  que c o n t i e n e  a
JF
c u a l q u i e r  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o m p a t i b l e  "U/:
De | 6 1 | , sabemos que U, e s t á  g e n e r a d a  p o r  una f a m i l i a  
de c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  JQ . S i  d £  , como IX ^  C  IX t e n e ­
mos que % .CZ £  = £  ; a s í  B c.'B  y H a l la s  .
d Vi r ”^ p
R. S t o l t e n b e r g  c a r a c t e r i z ó  en | 6 1 | a q u e l l a s  c u a s i - u n i -  
f o r m i d a d e s  que son c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e s , a s í  como a q u e ­
l l o s  e s p a c i o s  q u a s i - m é t r i c o s  que a d m i t e n  c o m p l e t a c i ó n  c u a s i  
m é t r i c a .  En e s t a  s e c c i ó n  c o n t i n u a m o s  e l  t r a b a j o  de S t o l t e n ­
b e r g  dando c a r a c t e r i z a c i o n e s  p a r a  l a  c u a s i - m e t r i z a b i l i d a d  
y S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - m é t r i c a  de un t i p o  p a r t i c u l a r  de 
e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s :  l o s  de P e r v i n .
4 . 3 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X , £  ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o .  La 
c u a s i - u n i f o r m i d a d  'U, p es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o  
s i  ^  es una f a m i l i a  n u m e r a b l e .
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P r u e b a . S i  TAp es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e ,  de | 6 1 | s a ­
bemos que posee una base n u m e r a b l e  { . Por  c o n s t r u c c i ó n
de V n ^ l  hay un número f i n i t o  de a b i e r t o s  p r o p i o s
p n p n p n
1 » 2 * * * * *
t a l e s  que l^\ 5rn O  U
i ; i  b i  n
C o n s i d e r e m o s  l a s  f a m i l i a s
S f T  { Gi  : J y 5  % y S n-
S i  J ( 5  ) r e p r e s e n t a  l a  f a m i l i a  de i n t e r s e c c i o n e s  f i n i t a s  de 
e l e m e n t o s  de S , t o d o  c o n s i s t e  en p r o b a r  que t o d o  a b i e r t o  
p r o p i o  de X se puede e x p r e s a r  como una u n i ó n  f i n i t a  de e l e ­
mentos  de 3 ( ¿  ) ,  ya que J (5  ) es n u m e r a b l e .
Sea G un a b i e r t o  p r o p i o  de X; sabemos que 9 n ^  1 t a l
que U C  Sn . Dado x £ G ,  c o n s i d e r e m o s  e l  c o n j u n t o  n b
I x = { 1 < i  ■< k n : x £  G? ) .
I  ¿0 , de l o  c o n t r a r i o  
x X= D  Sp n (x)C=U ( x ) C S p ( x ) = G,
i - 1  í  n b
l o  c u a l  es a b s u r d o .
Veamos que O  Gn c G .  En e f e c t o ,  s i  y G, e n t o n c e s  
ie lx 1 .
( x , y ) ( ^ S G y p o r  t a n t o  ( x , y ) ^ n S Gn,  de l o  que ( x , y ) G  H  SG„ ;
i  i£ lx i
c o n s e c u e n t e m e n t e ,  y i  o  Sr n ( x ) =  n  Gn . C on s i d e r e m o s  a h o r a
i€ lx i  Í € l x 1
l a  f a m i l i a  de p a r t e s  de ( l , 2 , . . . , k  } dada p or
I P = í I  : x £  G } .G 1 x
E s t a  f a m i l i a  es f i n i t a  y G = U  ( O  G?)= Gn ) .
x£G i^ fx fx€ gG i€.lx
Luego G es u n i ó n  f i n i t a  de e l e m e n t o s  de J ( 5 )> pues
-116-
n  g" € J( S ), V i  e i r .£ l x 1 x b
Par a  d e m o s t r a r  e l  r e c í p r o c o  n e c e s i t a m o s  e l  s i g u i e n t e
4 . 5 . 1 : L e m a . ( c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a c i ó n  de c u a s i - u n i f o r m i d a d e s ) 
Un e s p a c i o  c u a s i - u n i  f o r me  t r a n s i t i v o  ( X , TA)  es c u a s i -  
p s e u d o - m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o  s i  Xi posee una base n u m e r a b l e .  
P r u e b a . La i m p l i c a c i ó n  d i r e c t a  es e v i d e n t e .
Veamos e l  r e c í p r o c o :  sea B = [ una ^ ase de ^  •
A l  s e r  TA t r a n s i t i v a ,  B puede t o m a r s e  t r a n s i t i v a  y d e c r e ­
c i e n t e ,  i . e . ,  V n 1,  U *  U = U D ü  , .1 n n n n+1
D e f i n i m o s  l a  s i g u i e n t e  f a m i l i a  n u m e r a b l e  de c u a s i -  
p s e u d o - m é t  r i c a s  en X:
f 0,  s i  ( x , y ) £  U ,
V n > , l ,  d ( x , y ) = i _n
l  2 , s i  ( x , y ) (£ Un , V ( * , y ) €  XxX.
oo
Sea d ( x , y ) =  , y ) ,  V ( x ,  y ) €  XxX.  Es e v i d e n t e  que
mi  n
d es una c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a .  Veamos que = X ^ :
D e s i g n a n d o  p o r  V = í ( x , y ) € X x X : d ( x , y ) < 2  n J , t enemosn 1
que V n ^ l .  Por  o t r a  p a r t e ,  s i  n ^ l ,  sea m £ l ,  t a l
co __ ,
que 2 \  2 n , e v i d e n t e m e n t e  U C  V .
k = ^ l  m n
V o l v i e n d o  a l a  p r o p o s i c i ó n ,  s i  Z es n u m e r a b l e ,  e n ­
t o n c e s  { S^:  G £ £ } e s  n u m e r a b l e ,  a s í  como l a  f a m i l i a  de i n t e r ­
s e c c i o n e s  f i n i t a s  de sus m i e m b r o s ,  con l o  que XX t i e n e  
una base n u m e r a b l e ;  d e l  lema a n t e r i o r ,  ya que “R p  es t r a n ­
s i t i v a ,  t i p  es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e .
4 . 6 . C o r o l a r i o .
( i )  Todo e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  de t o p o l o g í a  n u m e r a b l e
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es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e .
( i i )  Hay e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  que no son c u a s i -  
p s e u d o - m e t r i z a b l e s .
( i i i )  Un e s p a c i o  de P e r v i n  ( X , 1 / l p )  es c u a s i - m e t r i z a b l e  
s i  y s ó l o  s i  es y su t o p o l o g í a  es n u m e r a b l e .
( i v )  S i  ( X,  U p ) es c u a s i - m e t r i z a b l e  e n t o n c e s  X es 
n u m e r a b l e .
P r u e b a . ( i ) ,  ( i i )  y ( i i i )  son c o n s e c u e n c i a s  i n m e d i a ­
t a s  de l a  P r o p o s i c i ó n  4 . 5 .
S i  (X,  U p )  es c u a s i - m e t r i z a b l e ,  £  es n u m e r a b l e ,  p e r o  
p o r  s e r  T^ ,  c a r d ( X ) ^ c a r d ( £  ) .
4 . 7 .  C o r o l a r i o .
( i )  Un e s p a c i o  c o f i n i t o  X es c u a s i - m e t r i z a b l e  s i  
y s ó l o  s i  X es n u m e r a b l e .
( i i )  Un e s p a c i o  uqu l i n e a l m e n t e  o r d e n ad o  X ( v e r  2 . 3 9 )  
es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e  s i  y s ó l o  s i  Y es n u m e r a b l e .
P r u e b a . R e s u l t a n  e v i d e n t e s  d e l  hecho de que l a s  t o p o l o ­
g í a s  son n u m e r a b l e s  en ambos c a s o s .
NOTA. Del  c o r o l a r i o  a n t e r i o r  tenemos que m i e n t r a s  que 
R, con l a  t o p o l o g í a  c o f i n i t a ,  no es c u a s i - m e t r i z a b l e ,  l o s  
números n a t u r a l e s  N, con l a  c o f i n i t a ,  s í  l o  e s ;  l a  c u a s i -  
m é t r i c a  que e n g e n d r a  a *U p de N es p r e c i s a m e n t e
d ( n , m ) = l / m .
A c o n t i n u a c i ó n  pasamos a d e m o s t r a r  que t o d o  e s p a c i o  
de P e r v i n  que sea c u a s i - m e t r i z a b l e  t i e n e  S - c o m p l e t a c i ó n  
c u a s i - m é t r i c a .
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4 . 8 .  P r o p o s i c i ó n .
( i )  Un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  ( X , d )  a d m i t e  una S-com-  
p l e t a c i ó n  c u a s i - m é t r i c a  s i  y s ó l o  s i  t o d a  s u c e s i ó n  que 
sea S- Cauchy  en ( X , d )  y que c o n v e r j a  r e s p e c t o  de £ ^ , ( d '
r e p r e s e n t a  a l a  c u a s i - m é t r i c a  c o n j u g a d a  de d)  c o n v e r g e  t a m ­
b i é n  r e s p e c t o  de S ^ .
( i i )  Hay e s p a c i o s  c u a s i - m é t r i c o s  cuya  S - c o m p l e t a c i ó n
m e d i a n t e  e l  método d e l  Teorema 3 . 3 8  no es c u a s i - m é t r i c a .
P r u e b a . ( i )  Supongamos que ( X , d )  a d m i t e  una S- com-
*
p l e t a c i ó n  c u a s i - m é t r i c a  (X , d * ) .
Sea ( x  )°° , una s u c e s i ó n  S-Cauchy en ( X , d )  c o n v e r g e n t e  n n = 1
r e s p e c t o  de ^  a l  p u n t o  x £  X. Es f á c i l  v e r  que,  s i  d * '  es
*
l a  c u a s i - m é t r i c a  c o n j u g a d a  de d * ,  e n t o n c e s  (X , d * ' )  es una 
S - c o m p l e t a c i ó n  de ( X , d ' ) .  L u eg o ,  c o n v e r g e  a x r e s ­
p e c t o  de X  ^  , .
A n t e s  de p r o s e g u i r  veamos e l  s i g u i e n t e
4 . 8 . 1 . Lema. S i  ( Y , p , p ' )  es un e s p a c i o  b i - c u a s i - m é t r i c o , e
( y  )00 i es t a l  que (y  ) 00 . p - c o n v e r g e  a z . ,  y ,  (y  ) 00 .7n n = l  ^ 7n n = l  r  *  1 n n = 1
p ' - c o n v e r g e  a z ^ ,  e n t o n c e s  z^ - z ^ .
P r u e b a .  V ¿ > 0 , 3 n , 3 m /  V n \ n  , Vm >, m ,  o o '  o ' o
i
p ( z l , y n ) C  £ / 2 ’ p ' ( z 2 , y m) C  t / 2 ,  P e r o ’ p ’ ( z 2 , y m) = p ( y m, Z 2 ) * 
L ue go ,  V n >, m a x ( n Q,mo ) ,  p ( z 1 , z 2 ) < p ( z 1 , y n ) + p ( y n , z 2 ) < t  .
A s í ,  p ( z ^ , z 2 ) = 0 .  Por  t a n t o ,  z^=z^.
V o l v i e n d o  a n u e s t r a  p r o p o s i c i ó n ,  como ( x n ) ^ es ^ -
Cauchy en ( X , d ) ,  e n t o n c e s  es c o n v e r g e n t e  r e s p e c t o  a d * ; 
además (x  ) 0o_,  es ?  , - c o n v e r g e n t e  a x .  A p l i c a n d o  e l
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Lema a n t e r i o r  a l  e s p a c i o  b i - c u a s i - m é t r i c o  (X , d * , d * ' ) ,
t enemos  que l a  s u c e s i ó n  ( x  )°° , £ ,  - c o n v e r g e  a x .  Comon n = 1 d*
x £  X, r e s u l t a  que (x  ) 00 , ^ . - c o n v e r g e  a x .n n = 1 d
R e c í p r o c a m e n t e ,  sea ( X , d )  un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  t a l  
q ue :  Toda s u c e s i ó n  S-Cauchy  en ( X , d )  y c o n v e r g e n t e  r e s p e c t o  
de es c o n v e r g e n t e  r e s p e c t o  de £ ^ .
Podemos s u p o n e r  que d ( x , y ) ¿ l ,  V x , y X .
D e f i n i m o s  X = i x = ( x  )®° , : ( x  )°° . e s  S-Cauchy e s t r i c t a }L n n = l  n n = l  7 J
en ( X , d )
Sea d ( x , y ) =  l i m  l i m  d ( x  , y  ) ,  x , y  X. 
m n
Sea X^= |  x £  X : x no es c o n v e r g e n t e  r e s p e c t o  a d j .
*  _
Tomemos X = X U X ^ .  Denotemos p o r  x , y , . . .  l o s  e l e m e n t o s
-X- — — *
de X que e s t á n  en X y p o r  x ,  y , . . .  l o s  e l e m e n t o s  de X que
e s t á n  en X^.  c o n s i d e r a n d o  X como s u b e s p a c i o  de X, tenemos que
*  _
X es un s u b c o n j u n t o  de X.
A s í ,  sea d ,= di  „ „ .
-L >x xX
-x* -x-
D e f i n i m o s  d * :  X xX — R de l a  s i g u i e n t e  fo rma 
d * ( x , y ) = 1 , s i  x i  y ,
d * ( x  , y ) =1 ,
d * ( x * , y * ) = d ^ ( x * , y * ) ,  en l o s  demás c a s o s .
Se puede d e m o s t r a r  f á c i l m e n t e  que (X , d * )  es un e s p a c i o  
c u a s i - m é t r i c o . Veamos que (X , d * )  es una S - c o m p l e t a c i o n  de 
( X , d ) :
y .
Sea ( [ x * l n )001 una s u c e s i ó n  S-Cauchy en (X , d * )  de t é r -  u -* n = i
mi nos  d i s t i n t o s .
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3 n Q /  V n > m ^ n Q, d*  ( [ x * ]  n , [ x * ]  m) < 1 . De d onde ,
Y n > n Q, [ x * ] n = x n e X.
A s í ,  l a  s u c e s i ó n  (x  ) es S-Cauchy en ( X , d ) .n n>n o
D i s t i n g u i m o s  dos c a s o s :
Caso 1 . ^ x n ^n>n c o n v e r 9e en X r e s p e c t o  de a x .
*
E n o t n c e s ,  (x  ) c o n v e r g e  a x en (X , d * ) .n n>n0
Caso 2 . ( x  ) no c o n v e r g e  en X r e s p e c t o  de % ^ .n n > n Q
_  _,_
E n t o n c e s ,  x = ( x  ) £  X.CLX .9 n n> n 1o
V £  > 0 , 3 m /  V n > m >  m , d ( x , x ) < £* o '  '  o ’ n 1 m
P e r o ,  d * ( x , x  ) = d 1 ( x , x  ) = l i m  l i m  d ( x  , x  ) = l i m  d ( x  , x  ) £ &  , n 1 n —¡—  m n m m nk m  m
*j —  *V n >, m . L u e g o ,  ( x  ) c o n v e r g e  a x en (X , d * ) .' o  n n > n Q
En c u a l q u i e r  c a s o ,  ( [ x * l n ) , c o n v e r g e  en (X , d * )  yn = l
e s t e  e s p a c i o  es S - c o m p l e t o .
Se ve f á c i l m e n t e  que ( X , d )  puede s e r  i n m e r s o  c u a s i -
*  * 
u n i f o r m e m e n t e  en (X , d * )  de fo rma que X es denso en X .
( i i )  CONTRAEJENPLO. C o n s i d é r e s e  e l  e s p a c i o  ( J , d )  
e s t u d i a d o  en e l  C o n t r a e j e m p l o  de l a  P r o p o s i c i ó n  3 . 2 4 .  D i c h o  
e s p a c i o  es c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o , s i n  embargo a d m i t e  un s u b -  
e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  que como veremos no a d m i t e  S - c o m p l e t a -  
c i ó n  c u a s i - m é t r i c a :
Sea 3^ l a  f a m i l i a  de p a r t e s  f i n i t a s  no v a c í a s  de R. Como 
CU J ,  c o n s i d e r e m o s  d^= d
( J ^ , d ^ )  es un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o , pues a l  t r a t a r s e  
de c o n j u n t o s  f i n i t o s ,  d ^ ( X , Y ) = 0  i m p l i c a  X=Y.
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Veamos que ( J ^ , d ^ )  no es S - c o m p l e t o :
Sea X1= { 0 } , X2= { 0 , 1 }  , XJ= { 0 , 1 / 2 , 1  } ..........
Xk + 1 = { 0 , l / k , l / ( k - l ) , . . . , 1/ 2 , 1 } ;
dado £ > 0 , sea n t a l  que 1/ n  < £ .’ o ^ o
V n > m >, n , d 1 ( X , X ) = w ( X “ X , X ) = l / m ( m - l ) < ^ .v  o l n  m n m  m
La s u c e s i ó n  (X es pues S- Cauchy  en ( J ^ , d ^ ) .  S i n  emb ar ­
go no c o n v e r g e  en d i c h o  e s p a c i o .
F i n a l m e n t e  veamos que ( J ^ , d ^ )  no a d m i t e  S - c o m p l e t a c i ó n
c u a s i - m é t r i c a :
*
S i  ( J ^ , d * )  f u e r a  una S - c o m p l e t a c i ó n  de ( J ^ , d ^ )  donde
d j  f u e r a  una c u a s i - m é t r i c a , e n t o n c e s  a l  e s t a r  ( J ^ , d ^ )  i nmer -  
*
so en ( J ^ , d *  ) , l a  s u c e s i ó n  a n t e r i o r  ( X ) ^ s e r í a  S-Cauchy
■X- -X- QQ -}(■
en ( J ^ , d * ) .  A s í  p u e s ,  3 X €  /  ^ n ^n - i  c o n v e r 9 e a X en
*  *
Como ( J ^ , d * )  es c u a s i - m é t r i c o , s = d * ( X  , X ^ ) >  0.
Además,  9 n /  Vn > n  , d * ( X  ,X ) 4. s / 2 . o '  o 1 n
Sea k /  1 / k  < s / 2 .
V m y/  máx ( k , n Q ) , s = d * ( X  , X 1 ) ^  d * ( X  , Xm) +d *  ( Xm , X  ^) <
< s/2 + 1/ ( m-1 ) ^  s ,
l o  c u a l  i supone una c o n t r a d i c c i ó n ,  y en c o n s e c u e n c i a  d *  no 
es una c u a s i - m é t r i c a .
4 . 9 . P r o p o s i c i ó n . Sea ( X , £  ) un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  y £  l a
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t o p o l o g í a  que s o b r e  X i n d u c e  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  Uj!,
c o n j u g a d a  de TXp • La f a m i l i a  de £  - c e r r a d o s  es una base 
de l o s  a b i e r t o s  de X  ’ .
P r u e b a . sea F un % - c e r r a d o  no v a c í o .  Sea G=X~F;
V x £  F,  S ^ ( x )  es un f  - e n t o r n o  de x ;  veamos que S ^ ( x ) C F :
V y ( x ) , ( x , y ) ( GxG) U  ( X x ( X~G) ) , como x £ F ,  e n t o n c e s
y £ X ~ G  = F.  Por  t a n t o ,  F es ^ ' - a b i e r t o .
Veamos que t o d o  ^ ’ - a b i e r t o  es u n i ó n  de - c e r r a d o s :
V g *£ *£ ' , supongamos que G ' / X ;  V x  £  G'  , de l a  c o n s t r u c c i ó n
de % ' hay una c a n t i d a d  f i n i t a  de £  - a b i e r t o s
G], ’ Gn t a l e s  que p |  ( X ) C G . >
i n  Gi
P e r o ,  V i = l , 2 , . . , n ,  SI  ( x ) = X  s i  x £ G . ,  y S'  ( x ) =X~G.b . 1 b . 1
1 1
SÍ  X ^  G¿ .
n
Sea I  = j  1 < i  ^ n : x £  G . } , e n t o n c e s  O  ( x ) = X
x 1 i : i  i
n
s i  I „  = 0 ,  y H s ' r  ( x ) =  ( }  ( X~G. )  s i  1 ^ / 0 .
i-i G i iel, 1
Como G' i  X, t enemos que I  0 ;  e n t o n c e s  x £  n ( X~G . )
X i£lxo= n s¿ ( x ) C G '  .
i: 1 i
E v i d e n t e m e n t e ,  G'= u ( n ( X ~ G i ) ) ,  i . e . ,  G'  es u n i ó n
U I x
de c e r r a d o s  de
4 . 10 . C o r o l a r i o .
( i )  S i  ( X ,  S )  es T^ ,  ' es l a  t o p o l o g í a  d i s c r e t a .
( i i )  S i  ( X,  t )  es r e g u l a r ,  es más f i n a  que £  .
P r u e b a . ( i )  Es una c o n s e c u e n c i a  i n m e d i a t a  de l a
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P r o p o s i c i ó n  a n t e r i o r .
( i i )  S i  G £  , V x £  G e x i s t e  G^ £  t a l  que
x € G ^ C G ^ C G .  E l  c o n j u n t o  G^ = X~G^ es ^ - a b i e r t o .  Se t i e n e
que x £ X ~ G 0 C G ;  como SI  ( x ) = X~ G0 , e n t o n c e s  S ’ ( x ) C G  y a s í  
^ 2 2
G es ^ ' - a b i e r t o ,  ya que es - e n t o r n o  de cada p u n t o .
4 . 1 1 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  de P e r v i n  c u a s i - m e t r i z a b l e  
a d m i t e  una S - c o m p l e t a c i ó n  c u a s i - m é t r i c a .
P r u e b a . Sea d l a  c u a s i - m é t r i c a  en X que i n d u c e  y
p o r  t a n t o  i n d u c e  £  . Es f á c i l  v e r  que l a  c u a s i - m é t r i c a  c o n ­
j u g a d a  d '  i n d u c e  ' g ' , y a 9ue ^ * i n d u c e  2{p • D e l  C o r o l a ­
r i o  a n t e r i o r ,  ya que t o d o  c u a s i - m é t r i c o  es T^ ,  se deduce  que
es l a  t o p o l o g í a  d i s c r e t a .
Sea ( x n ) i  una s u c e s i ó n  S-Cauchy  en ( X , d )  que c o n v e r g e
a x £ X  r e s p e c t o  de d ' .  Por  s e r  *g' d i s c r e t a ,
3 n o /  V n  ^ n o , x n = x .
E v i d e n t e m e n t e ,  ( x n )^_;L es c o n v e r 9 e n t e a x r e s p e c t o  de d.
La t e s i s  se s i g u e  de l a  P r o p o s i c i ó n  4 . 8 .
J . L .  S i e b e r  y W. J .  P e r v i n  c a r a c t e r i z a n , | 5 9 | , a l o s  
e s p a c i o s  c u a s i - u n i f o r m e s  p r e c o m p a c t o s  ( d e f i n i c i ó n  2 . 20 ) de 
modo a n á l o g o  a l o  que sucede  en l o s  e s p a c i o s  u n i f o r m e s :  "Un 
e s p a c i o  c u a s i - u n i f o r m e  es p r e c o m p a c t o  s i  y s ó l o  s i  t o d o  u i -  
t r a f i l t r o  es P-Cauchy ( d e f i n i c i ó n  3 . 1 ) " .  S i n  e mbar go ,  l a
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p r e g u n t a  n a t u r a l  s o b r e  c u a l  s e r í a  l a  c a r a c t e r i z a c i ó n  de 
l a  p r e c o m p a c i d a d  c u a s i - u n i f o r m e  m e d i a n t e  s u c e s i o n e s  en e s ­
p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s , no t i e n e  l a  r e s p u e s t a  a d e ­
cuada c l á s i c a .
A c o n t i n u a c i ó n  damos un e j e m p l o  de e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c o  en e l  que t o d a  s u c e s i ó n  a d m i t e  una s u b s u c e s i ó n  P - Ca u-  
chy (de h e c h o ,  l a  s u b s u c e s i ó n  r e s u l t a  c o n v e r g e n t e )  y s i n  
embargo no es p r e c o m p a c t o  según l a  d e f i n i c i ó n  2 . 20 .
4 . 1 2 . EJEMPLO. C o n s i d e r e m o s  de nuevo e l  e s p a c i o  c u a s i - p s e u -  
d o - m é t r i c o  ( J , d )  de 3 . 2 4 .
N e c e s i t a m o s  e l  s i g u i e n t e
4 . 1 2 . 1 . Lema. Sea A una p a r t e  no v a c í a  de R que no c o n t i e n e  
a l  c o n j u n t o  de l o s  números r a c i o n a l e s  Q. E n t o n c e s
w( Q~A, A) = 0.
P r u e b a . Es s u f i c i e n t e  p r o b a r  que s i  l o s  c o n j u n t o s  X, Y 
fo rma n una p a r t i c i ó n  de Q, e n t o n c e s  w ( X , Y ) = 0 :
Sea x £ X ,  y £ Y ,  y supongamos ( s i n  que e l l o  suponga 
p é r d i d a  de g e n e r a l i d a d )  que x ^ y .  C o n s i d e r e m o s  e l  i n t e r v a l o  
c e r r a d o  I = [ x , y ] .  Sea z e l  p u n t o  med io  de I ,  e I ^ = [ x ^ , y ^ ] ,  
donde 1^ = [x  , z ]  s i  z £. Y , ó,  I  ^ , y ]  s i  z £ X .
Formemos i n d u c t i v a m e n t e  l a  s u c e s i ó n  ( I  ) co , de i n t e r v a -n n = 1
l o s  c e r r a d o s  e n c a j a d o s  de manera a n á l o g a  a como se ha c o n s ­
t r u i d o  I ,  a p a r t i r  de I .  A s í ,  l a  s u c e s i ó n  (x  ) 00 , ,  f o r ma d a  1 r  1 n n = l
p o r  l o s  e x t r e m o s  i n f e r i o r e s  de l o s  I n , e s t á  c o n t e n i d a  en X;
a n á l o g a m e n t e ,  l a  s u c e s i ó n  ^ os e x t r e m o s  s u p e r i o r e s ,
e s t á  c o n t e n i d a  en Y; e v i d e n t e m e n t e  ambas s u c e s i o n e s  c o n v e r ­
gen a l  mismo p u n t o  y p o r  t a n t o  w ( X , Y ) = 0 .
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4 . 1 2 . 2 . P r o p o s i c i ó n . Toda s u c e s i ó n  de ( J , d )  t i e n e  una s u b ­
s u c e s i ó n  c o n v e r g e n t e .
P r u e b a .  Sea (X )°® . una s u c e s i ó n  de J .  C o n s i d e r e m o s  dos   n n = 1
c a s o s :
C a s o l .  q n /  X O  Q, V n y n  .------------  -* o ' n ’ v  o
oo
E n t o n c e s  ( X n ) ^ c o n v e r g e  a X = U  X n ya que
V n > n  , t enemos d ( X , X  ) ^ w ( X ~ X  ,X ) ¿ w ( X ~ X , Q ) = 0 .v  o ’ 7 n ^ n 7 n n *
Caso 2 . V n > 3 m > n /
Por  i n d u c c i ó n  c o n s t r u i m o s  l a  s i g u i e n t e  s u b s u c e s i ó n  de
(X )001 . Para  k = 1,  sea n , > 1 t a l  que X i  Q.n n = 1 1 '  n ^  •
Par a  c u a l q u i e r  k ^ 2 ,  sea n ^  max(n j n ^ ,  . • • >n^ ^ »k )
t a l  que X t ) Q; veamos que l a  s u b s u c e s i ó n  (X ), . c o n v e r -
nk nk k=1
00
ge a X= Q U  ( U  X ) £  J .n: i  n
V k >, 1 , d ( X , X ) £ w ( X ~ X  ,X ) < i m( Q~X ,X ) = 0 , según 
'  nk n k n k n k nk
e l  Lema a n t e r i o r .
4 . 1 2 . 3 . P r o p o s i c i ó n . E l  e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  ( J , d )
es P - c o m p l e t o .
P r u e b a .  Sea (X una r ed  P - C a u c h y .  E n t o n c e s ,  m D
p a r a  j  = l ,  e x i s t e n  m ^ £ D  e Y ^ £ J  t a l e s  que d ( Y ^ , X m) <  2 \
Vm £ D /  m/^m^.
V j  ^  2,  e x i s t e n  m . £ D e Y . £  J t a l e s  que d ( Y . , X  ) < 2 ^ , J / ’ j  J M j  m 7 .
V m a D /  m y  m . ,  m . > m . n .
c  '  J J * J - 1
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00
Sea Y = Q U  ( U  Y . ) ;  o b v i a m e n t e  Y 6. J . Veamos que l a  r e d  
y.i J
(X ) ^ c o n v e r g e  a Y : m U
V í  > 0 , sea j Q ^ 1 /  4 £ .
Como d ( Y , Y .  ) < w ( Y ~ Y .  , Y .  ) = 0 ,  ya que Y~Y . 3  Q~Y . ,
J o J o J o J o J o
e n t o n c e s  V m £ D /  m ^ m .  , se t i e n e  que
^o
d( Y , X ) < d ( Y , Y . ' ) + d ( Y  . , X ) = d(Y . ,X ) < 2_ J° ;  6 . m J m j  mJ o J o J o
4 . 1 2 . 4 . P r o p o s i c i ó n . ( J , d )  no es c o m p a c t o .
P r u e b a . S i  X £ J ,  sea P( X ) l a  f a m i l i a  de p a r t e s  no 
v a c í a s  de X.
Sea £ = { P ( X ) : X €. J j  . Veamos que Q es un c u b r i m i e n t o  
a b i e r t o  de J :
C l a r a m e n t e ,  VX €  J ,  P ( X ) C J .
Si  Z C P ( X ) ,  e n t o n c e s  Ut ( Z )  = { Y € J : d ( Z , Y ) (  1 / 2  J C P ( X ) ,
I
ya que Uj  ( Z ) c P ( Z ) .  Por  t a n t o ,  P( X)  es a b i e r t o ;  es o b v i o  que 
i
Q r e c u b r e  a J .
Ahora  b i e n ,  s i  X^ , X ^ > • • • » 6 J , supongamos que
"  j  = Ú p ( x . )  .
i*. 1 1
n
Sea X = U x .  , e v i s e n t e m e n t e  X€  J ,  y ,  p u e s t o  que R no
3:1 i
es n u m e r a b l e ,  sea Y= { p } C R ~ X ;  se t i e n e  que Y £  J ;
n
¥ i = l , 2 , . . . , n ,  Y¿ P ( X . ) y a s í  Y ¿  U  P ( X . )  que c o n t r a d i c e
T 1 T  i : l  1
n u e s t r a  s u p o s i c i ó n .  A s í  que Q no a d m i t e  s u b c u b r i m i e n t o  f i ­
n i t o  a l g u n o .
4 . 1 2 . 5 . C o r o l a r i o . E l  e s p a c i o  ( J , d )  no es p r e c o m p a c t o .
P r u e b a . S i  f u e s e  p r e c o m p a c t o ,  d e l  Teorema 1 . 4  de | 5 9 1
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a l  s e r  P - c o m p l e t o ,  s e r í a  c o m p a c t o ,  que como v im os  no l o  e s .
E l  E j e m p l o  4 . 1 2  r e s p o n d e  a un p r o b l e m a  a b i e r t o  p l a n t e a ­
do p o r  S. Romaguera en l a  p a g . 3 3 ,  No t a  2 . 1  de su T e s i s  Doc ­
t o r a l  l e í d a  en l a  F a c u l t a d  de c i e n c i a s  de V a l e n c i a  en N ov i em ­
b r e  de 1981.
Ob s é r v e s e  que e s t e  mismo e s p a c i o  c o r r e s p o n d e  a un 
e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  que es s u c e s i o n a l m e n t e  co mp ac t o  
y no es c o m p a c t o ,  l o  que r e s p o n d e  a l  p r o b l e m a  p l a n t e a d o  
p o r  I .  R e i l l y ,  P . V.  Subrahmanyam y M.K.  Vamanamur thy  en 
| 5 4 | .  C a s i  a l  mismo t i e m p o  que n o s o t r o s ,  H . P . A .  K ü n z i  e n ­
c o n t r ó  o t r o  e j e m p l o  de e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  s u c e s i o ­
n a l m e n t e  c o mp ac t o  y no c o m p a c t o ,  dando además un t e o r e m a  de 
c a r a c t e r i z a c i ó n  de e s t o s  e s p a c i o s  ( v e r  | 32 | ) .
Acabamos de v e r  un i n c o v e n i e n t e  de l o s  e s p a c i o s  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c o s . D e s g r a c i a d a m e n t e ,  no es e l  ú n i c o .  A c o n t i ­
n u a c i ó n  p r e s e n t a m o s  unos c u a n t o s  r e s u l t a d o s  c l á s i c o s  en 
e s p a c i o s  p s e u d o - m é t r i c o s  que no se cump len  p a r a  l o s  c u a s i -  
p s e u d o - m é t r i c o s .
4 . 1 3 . CONTRAEJEMPLO. ( E s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  donde l a  
c l a u s u r a  de un p r e c o m p a c t o  ( s eg ún  2 . 20 ) no es p r e c o m p a c t a ) .
C o n s i d e r e m o s  R con l a  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a  
d ( x , y ) =  m a x ( x - y , 0 ) .
E l  s i s t e m a  f u n d a m e n t a l  de e n t o r n o s  de x e s t á  f o r ma do  
p o r  ] x - ( l / n ) , +  oo [> n ^ l .  Por  t a n t o ,  l o s  ú n i c o s  a b i e r t o s  
son ] x , +  oo [  , x £  R, y R. E s t e  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  es Tq p e r o
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no T^ .  Las bandas  son como i n d i c a  l a  
f i g u r a  a d j u n t a .
Un = { ( x , y ) £ R x R  : y > x - ( l / n ) } .
Sea A c R  un s u b c o n j u n t o  a c o ­
t a d o  i n t e r i o r m e n t e  y no a c o t a d o  
s u p e r i o r m e n t e .  A es p r e c o m p a c t o ,  
p u e s , s e a  x q £ R t a l  que
A c l  x ,+  o o [ ;  V n >, 1,  A c l x  - ( l / n ) , + o o [ = U  ( x  ) .  S i n  J o '  J o ' - n o
embargo ,  l a  c l a u s u r a  de A r e s p e c t o  de es R, que no
es p r e c o m p a c t o ,  pues de s e r l o  e s t a r í a  a c o t a d o  i n t e r i o r m e n t e .
- i
4.14.CQNTRAEJEMPLQ. ( E x i s t e n c i a  de s u c e s i o n e s  P-Cauchy  que 
no e s t á n  a c o t a d a s )
En un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  ( X , d ) ,  un s u b c o n ­
j u n t o  A se d i c e  a c o t a d o  s i  d ( x , y ) * K , Y x , y £  A , K ^ . 0 .
C o n s i d e r e m o s  e l  e s p a c i o  ( R , d )  de 4 . 1 3 .  Sea l a  s u c e s i ó n  
( n ) ^ _ ^ .  D i c h a  s u c e s i ó n  c o n v e r g e  a 0 ,  p u e s t o  que d ( 0 , n ) = 0 ,
V n ^  1 . S i n  embar go ,  no e s t á  a c o t a d a ,  ya que d ( 2n , n ) = n ,  Y n ^ l .  
N o t a .  Como n i n g u n a  s u c e s i ó n  posee máximos y e s t a  s u c e s i ó n  es 
c o n v e r g e n t e ,  v e r i f i c a  l a  c o n d i c i ó n  ( i i )  de 3 . 1 6 ,  p o r  t a n t o  
es una s u c e s i ó n  S-Cauchy no a c o t a d a .
4.15.CQNTRAEJEMPLQ. ( E s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  con s u c e ­
s i o n e s  P- Cauchy  que a d m i t e n  s u b s u c e s i o n e s  c o n v e r g e n t e s  y s i n  
embargo no c o n v e r g e n )
Sea Z e l  c o n j u n t o  de l o s  números e n t e r o s .  Sea 
£= [  0 ,  Z , ]  -  00 , n]  : n £ Z ]  una t o p o l o g í a  en Z.  De 4 . 3 ,  l a  
c u a s i - u n i  f o r m i d a d  de P e r v i n  "Llp es c u a s i - p s e u d o - m e t r i z a b l e .
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Sea d una c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a  c o m p a t i b l e  con “H p . A n t e s  de 
p r o s e g u i r  n e c e s i t a m o s  e l  s i g u i e n t e
4 . 1 5 . 1 .  Lema. Sea ( X , £ )  un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  que no a d m i t e  
c u b r i m i e n t o s  f i n i t o s  m e d i a n t e  a b i e r t o s  p r o p i o s .  E n t o n c e s ,  
t o d a  r e d  es P-Cauchy  en ( X , 1 / l p ) .
P r u e b a .Sea una r e d  c u a l q u i e r a .  S i  G ^  , Gg » • • • » » son
n ...................................
a b i e r t o s  p r o p i o s ,  p o r  h i p ó t e s i s ,  E x i s t e  x £ X ~ (  U G . ) .
i*-i 1
V i  = l , 2 , . . . , n , x £ X~G^ , de l o  que {x }  x X C S ^  ;
n n
l u e g o  { x }  x X C  O  Sp . E n  p a r t i c u l a r ,  m £ D , ( x , x  ) £ . r i S ri i L» • m . b .i= i i  i  .
S i g u i e n d o  con e l  c o n t r a e j e m p l o ,  como ( Z , £ )  no a d m i t e  c u -  
b r e i m i e n t o s  a b i e r t o s  f i n i t o s ,  d e l  l e ma ,  t o d a  s u c e s i ó n  es P- 
Cauchy en ( Z , d ) .  Sea ( x n ) ^ i  a s u c e s i ó n  t a l  que x n = 0 s i  n es
p a r ,  x n =n s i  n es i m p a r .  De l o  d i c h o  a n t e s  e s t a  s u c e s i ó n  es 
P-Cauchy  en ( Z , d ) .  Veamos que no es c o n v e r g e n t e :
V n £  Z , j| — oo , n ]  es un e n t o r n o  d e n ,  y ,  V k > n ,  con
k i m p a r ,  x^ = k £ ] - c o  > . S i n  embar go ,  l a  s u b s u c e s i ó n  ( x 2n  ^n -1
es o b v i a m e n t e  c o n v e r g e n t e .
N o t a .La d e s v e n t a j o s a  s i t u a c i ó n  d e l  c o n t r a e j e m p l o  4 . 1 5 .  
no se da con l a s  s u c e s i o n e s  S - C au c h y ,  como se d e s p r e n d e  d e l  
lema 3 . 3 8 . 1 .
4 . 1 6 .  D e f i n i c i ó n . Sea S un c o n j u n t o  no v a c í o .  Sea ( Y , d )  un
e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o .  Sea C f  ) ^ una s u c e s i ó n  de
f u n c i o n e s  de S en Y. Dec imos que l a  s u c e s i ó n  ( f  )00 , c o n -^ n n = l
Sv e r g e  c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  a l a  f u n c i ó n  f £ Y  s i
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v  6 > o , 3 n /  V n x n ,  d ( f ( x ) , f ( x ) ) < £  , V x £  S.o ' o  n
En | 6 9 | , p a g . 5 4 - 5 5 ,  se t i e n e  e l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o :
S i  ( f  )00 , es una s u c e s i ó n  de f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  de un n n = 1
e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X , £ )  en un p s e u d o - m é t r i c o  ( Y , d )  t a l  que
( f  )00 . c o n v e r g e  u n i f o r m e m n t e  a f :  e n t o n c e s  f  es c o n t i n u a ,  n n = I
Veamos que e l  r e s u l t a d o  a n á l o g o  p a r a  l a  c o n v e r g e n c i a  
c u a s i - u n i f o r m e  en e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  no se c u n -  
p l e  en g e n e r a l .
4 . 1 6 . 1 . CONTRAEJEMPLO. Sea Y= { 0 , 1 }  , £= { 0 , Y,  { 1 } } .  Tome­
mos como X e l  e s p a c i o  R u s u a l .  De 4 . 5 ,  ( Y , £ )  es c u a s i - p s e u d o -  
m e t r i z a b l e ,  s i e n d o  una c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a  c o m p a t i b l e  l a  d a ­
da p o r  f 1 , s i  ( p , q ) = ( l , 0 ) ,
d ( p , q ) -  I  s i ( p , q ) ¿ ( i , o ) .
C o n s i d e r e m o s  l a  s u c e s i ó n  ( f  )00 , , donde V n >. 1 , f  : R— Yn n = l  ’ v  7 n
v i e n e  d e f i n i d a  p o r  f  ( x ) = l  , V x £ R .  Ob v i a me n t e  l a s  f  sonn n
c o n t i n u a s .
Sea f : R — *.Y t a l  que f ( x ) = 0  s i  x es r a c i o n a l ,  y f ( x )  = l
s i  x es i r r a c i o n a l .  Veamos que c o n v e r g e  a f  c u a s i -
u n i  f o r m e m e n t e :
V n ^  1 , V x e  R , d(  f  ( x ) , f  ( x ) ) =d ( 0 , 1 ) =0 s i  x es r a c i o ­
n a l ,  y d ( f ( x ) , f  ( x ) ) = d ( 1 , 1 ) = 0 ,  s i  x es i r r a c i o n a l .  S i n  e mbar ­
go es e v i d e n t e  que f  no es c o n t i n u a .
4 . 1 7 . CONTRAEJEMPLO. ( E s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  S - c o m p l e t o  y P- 
c o m p l e t o  que no v e r i f i c a  e l  Teorema de B a i r e ) .
Sea N e l  c o n j u n t o  de l o s  n a t u r a l e s  (a p a r t i r  de 1) y sea
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£ su t o p o l o g í a  c o f i n i t a .
( N , £ )  es un c ompac t o  que no es de H a u s d o r f f .
V n €, N , sea F = í n  ( , e n t o n c e s  I* = f  F } . e s  una f a m i l i a  ’ n L J * 1 n J n = l
n u m e r a b l e  de c e r r a d o s  de i n t e r i o r e s  v a c í o s  que r e c u b r e  a N.
De l a  Nota  4 . 7 ,  se sabe que ( N , £ )  v i e n e  dado p o r  l a  
c u a s i - m é t r i c a :  d ( n , m ) = l / m ,  s i  n¿m; d ( n , n ) = 0 .  De l  hecho  de
s e r  c ompac t o  es t a n t o  P - c o m p l e t o ,  como S - c o m p l e t o .
A p a r e n t e m e n t e ,  a l a  v i s t a  d e l  C o n t r a e j e m p l o  4 . 1 7 ,  puede 
p a r e c e r  que e l  c o n c e p t o  de e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  no es t o d o  
l o  a g r a d a b l e  que i n t e r e s a r í a ,  ya que no v e r i f i c a  e l  c l á s i c o  
Teorema de C a t e g o r í a  de B a i r e  p a r a  l a  S - c o m p l e t i t u d  y l a  P- 
c o m p l e t i t u d .  S i n  embargo ,  a f o r t u n a d a m e n t e ,  e l  c o n t r a e j e m p l o  
a n t e r i o r  no es e x c e s i v a m e n t e  r e p r e s e n t a t i v o ,  pues c a r e c e  de 
l a  mín i ma c o n d i c i ó n  de r e g u l a r i d a d ;  p r e c i s a m e n t e  a d o l e c e  de 
l a  c o n d i c i ó n  de q u a s i - r e g u l a r i d a d  que es s u f i c i e n t e  p a r a  l o ­
g r a r  e l  Teorema de B a i r e ,  i n c l u s o  p a r a  c o n c e p t o s  de c o m p l e -  
t i t u d  más d é b i l e s  que l o s  r e s e ñ a d o s .
4 . 1 8 . D e f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  se d i c e  que es q u a s i -  
r e g u l a r  s i  t o d o  a b i e r t o  no v a c í o  c o n t i e n e  l a  c l a u s u r a  de a l ­
gún a b i e r t o  no v a c í o .  ( | 2 6 | ,  p a ' g . 2 0 ) .
Se han dado muchas d e f i n i c i o n e s  de s u c e s i ó n  de Cauchy 
en un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  ( X , d ) ,  a p a r t e  de l a s  ya 
m en c io n a d a s  en e s t e  t r a b a j o .  Las más i m p o r t a n t e s  pueden 
e n c o n t r a r s e  en | 5 4 | , donde se e s t u d i a n  p r o b l e m a s  r e f e r e n t e s  a
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l a  c o m p l e t i t u d ,  y son l a s  s i g u i e n t e s
4 . 1 9  . D e f i n i c i ó n . Una s u c e s i ó n  (x  )°° , en X e s :-------------------------------- n n = i
( i )  l e f t  ( r i g h t )  d -Ca uch y  s i  V b > 0,  3 x e X ,  3 k e N 
t a l e s  que d ( x , x n ) *  r  ( d ( x n , x ) ^ €  ) ,  V  n k ,
( i i )  d -Ca uc hy  s i  V : , > 0 ,  3  k ¿  N /  d ( x  , x  )<:  9 ,m n
V m , n 7/ k .
( i  i  i  ) - l e f t  - ( r i g h t - )  k - Ca u c h y  s i  l / t  ^  0 ,  3 k <sN /
d ( x m, x n ) <  £ , y  n ?/ m > k ( m ^  n ^ k ) ,
( i  v ) w e a k l y - l e f t  ( r i g h t )  k - C au c h y  s i  V ?  > 0 , j k t ' N ,
t a l  que d ( x k , x n ) ¿  9. ( d ( x n , x k ) £ ) ,  V  n 7, k .
Para  cada una de e s t a s  d e f i n i c i o n e s  se t i e n e  su c o r r e s ­
p o n d i e n t e  d e f i n i c i ó n  de c o m p l e t i t u d  s e c u e n c i a l  p a r a  e l  e s p a c i o  
( X , d ) .
NOT A . O bs ér ve se  que l a s  d e f i n i c i o n e s  de s u c e s i ó n  l e f t  d -  
Cauchy y r i g h t  k - C au c h y  c o r r e s p o n d e n  a n u e s t r a s  d e f i n i c i o ­
nes de r e d  P-Cauchy y S - C a u c h y ,  r e s p e c t i v a m e n t e ,  p a r a  e l  
caso en que l a  r ed  sea una s u c e s i ó n .
E l  r e s u l t a d o  más i m p o r t a n t e  de e s t a  s e c c i ó n  es e l  p r ó ­
x imo t e o r e m a  m e d i a n t e  e l  que se g e n e r a l i z a  e l  r e s u l t a d o  c l á ­
s i c o  de que t o d o  e s p a c i o  p s e u d o - m é t r i c o  c o m p l e t o  es de B a i r e .
4 . 2 0 . De f i n i c i ó n . Un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  ( X ,  S ) se d i c e  que 
es q u a s i - r e g u l a r  s i  t o d o  a b i e r t o  no v a c í o  c o n t i e n e  l a  c l a u ­
s u r a  de a l g ú n  a b i e r t o  no v a c í o .
4 . 2 1 . TEOREMA. Todo e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  q u a s i -  
r e g u l a r  y l e f t  k - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  es de B a i r e .
P r u e b a . Sea ( X , d )  d i c h o  e s p a c i o  y sea ( D ) ^ una 
s u c e s i ó n  de a b i e r t o s  densos  en X. S i  U es un a b i e r t o  no
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v a c í o  de X, c o n s t r u i m o s  i n d u c t i v a m e n t e  l a  s u c e s i ó n  (B ) <x> ,n n = 1
de b o l a s  a b i e r t a s  con c e n t r o  en x y r a d i o  r  de manera quen 7 n ^
r  < 2 n y t a l e s  que l a  c l a u s u r a  de B e s t é  c o n t e n i d a  en n 1 ^ n
Bn p a r a  t o d o  n 7/ 1 (asumimos que B =U) .  La s u c e s i ó n
( x n ) n" l 1 es l e f t  k - C a u c h y ,  p o r  l o  que e x i s t e  un p u n t o  z e X  
t a l  que z = l i m  x n . A s í  p u e s ,  z e s t á  en l a  c l a u s u r a  de Bn p a r a  
t o d o  n ^ l ,  c o n s e c u e n t e m e n t e  U c o r t a  a < 0 { D n : n ^ l }  .
4 . 2 2 . C o r o l a r i o . S i  un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  q u a s i -  
r e g u l a r  v e r i f i c a  una c u a l q u i e r a  de l a s  s i g u i e n t e s  p r o p i e ­
d a de s ,  e n t o n c e s  es un e s p a c i o  de B a i r e :
( i )  l e f t  d - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o ,
( i i )  w e a k l y - l e f t  k - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o ,
( i i i )  l e f t  k - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o .
Con e l  f i n  de j u s t i f i c a r  l a  i m p o r t a n c i a  de l a  q u a s i -  
r e g u l a r i d a d  en e l  a n t e r i o r  t e o r e m a ,  c o n s i d e r a m o s  e l  s i g u i e n ­
t e  e s p a c i o
4 . 2 3 . EJEMPLO. Sea N e l  c o n j u n t o  de l o s  e n t e r o s  p o s i t i v o s  con 
l a  t o p o l o g í a  c o f i n i t a .  Es b i e n  s a b i d o  que e s t e  e s p a c i o  no es 
de B a i r e .  La t o p o l o g í a  de e s t e  e s p a c i o  v i e n e  i n d u c i d a  p o r  l a  
c u a s i - m é t r i c a
d ( n , m )  = 1/m,  s i  n i  m,
d ( n , n ) = 0 .
Para  v e r  que ( N , d )  es l e f t  k - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o ,  
b a s t a  o b s e r v a r  que en c u a l q u i e r  s u c e s i ó n  l e f t  k - C a u c h y ,  no 
e v e n t u a l m e n t e  c o n s t a n t e ,  cada uno de sus t é r m i n o s  se r e p i t e
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a l o  sumo una c a n t i d a d  f i n i t a  de v e c e s ,  p o r  l o  que c o n v e r g e  
a c u a l q u i e r  p u n t o  de N.
4 . 2 4 , C o r o l a r i o . Todo e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  q u a s i -  
r e g u l a r  y P - c o m p l e t o  es de B a i r e .
Aunque e l  r e s u l t a d o  que a p o r t a m o s  a c o n t i n u a c i ó n  no 
t i e n e  d i r e c t a m e n t e  nada que v e r  con l o s  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c o s ,  c reemos que es b a s t a n t e  i n t e r e s a n t e  p o r q u e  d e t e r ­
mina una c l a s e  muy a m p l i a  de e s p a c i o s  con una p r o p i e d a d  más 
f u e r t e  que l a  de B a i r e :  l a  p s e u d o - c o m p l e t i t u d  ( v e r  | 2 7 | , p . 2 0 ) .
S i  ( X,  ^  ) r e p r e s e n t a  a un c o n j u n t o  t o t a l m e n t e  o r d e n a d o ,  
é s t e  se d i c e  que es o r d e n - c o m p l e t o  s i  t o d o  s u b c o n j u n t o  no 
v a c í o  a c o t a d o  posee supremo e í n f i m o .  S e g u i d a me n t e  p robamos 
que l a  p r o p i e d a d  de s e r  o r d e n - c o m p l e t o  es i n c l u s o  más f u e r t e  
que s e r  p s e u d o - c o m p l e t o .
4 . 2 5 . P r o p o s i c i ó n . Todo e s p a c i o  t o t a l m e n t e  o r d e n a d o  o r d e n -  
c o m p l e t o  es p s e u d o - c o m p l e t o  r e s p e c t o  de l a  t o p o l o g í a  d e l  
o r d e n .
P r u e b a . De | 2 8 1 , p.  186,  sabemos que ( X ,  $ ) es o r d e n -  
c o m p l e t o  s i  y s ó l o  s i  c u a l q u i e r  c o n j u n t o  c e r r a d o  y a c o t a d o  
de X es c ompac t o  en l a  t o p o l o g í a  d e l  o r d e n .  E n t o n c e s  X es un 
e s p a c i o  T  ^ l o c a l m e n t e  c o m p a c t o ,  p o r  l o  que es p s e u d o - c o m p l e t o ,  
v e r  | 2,71 .
En | 5 4 1 , Th.  9,  se da l a  s i g u i e n t e  v e r s i ó n  d e l  Teorema 
d e l  P un to  F i j o  p a r a  e s p a c i o s  c u a s i - m é t r i c o s :
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" S i  f  es una a p l i c a c i ó n  d e l  e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o  
d - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  H a u s d o r f f  ( X , d )  en s í  mismo,  de 
manera que d ( f ( x ) , f ( y ) ) £ k * d ( x , y ) ,  1/  x , y  c X,  con k é [0 ,1 [ ,  
e n t o n c e s  f  t i e n e  un ú n i c o  p u n t o  f i j o " .
Para  r e c a l c a r  l a  n e c e s i d a d  de que e l  e s p a c i o  sea de Haus­
d o r f f ,  se da en 15 4 1 e l  e j e m p l o  6.  No o b s t a n t e ,  una g r a n  c l a s e  
de e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  que no son v e r i f i c a n  e l  
Teorema d e l  P un to  F i j o ,  según l a  v e r s i ó n  que n o s o t r o s ,  d e s ­
pués de l a s  s i g u i e n t e s  a c l a r a c i o n e s ,  daremos en e l  p r ó x i m o  
T e o r e m a .
Por  a p l i c a c i ó n  c o n t r a c t i v a  de un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c o  en s í  mismo en tendemos e l  mismo c o n c e p t o  que e l  ya 
c l á s i c o .  O b v i a m e n t e ,  s i  f  es una a p l i c a c i ó n  c o n t r a c t i v a  de 
( X , d )  en s í  mismo,  e n t o n c e s  f  es c u a s i - u n i f o r m e m e n t e  c o n t i n u a  
p a r a  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  d e d u c i d a  de d.  Convendremos en r e ­
p r e s e n t a r  m e d i a n t e  f n a l a  a p l i c a c i ó n  r e s u l t a n t e  de compo­
n er  f  c o n s i g o  misma n v e c e s .
4 . 2 6 . TEOREMA. Sea ( X , d )  un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  
d - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  y T . S i  en ( X , d )  t o d a s  l a s  s u c e ­
s i o n e s  d -Ca uch y  son e v e n t u a l m e n t e  c o n s t a n t e s  (ó c o n v e r g e n  a 
un s ó l o  p u n t o ) ,  e n t o n c e s  t o d a  a p l i c a c i ó n  c o n t r a c t i v a  de ( X , d )  
en s í  mismo t i e n e  un ú n i c o  p u n t o  f i j o .
P r u e b a . Dado x q c X, se c o n s t r u y e  l a  s u c e s i ó n  r e c u r r e n ­
t e  de a p r o x i m a c i o n e s  s u c e s i v a s  ( x n ) g como s i g u e :
x l = f ( x o ) , x 2= f ( x  ) , . . . , x n = f ( x n _ 1 ) , . . .
Es f á c i l  p r o b a r  que ( x  ) ** n es d -Ca uc hy  y en c o n s e -n n = U
c u e n c i a  c o n s t a n t e  a p a r t i r  de c i e r t o  t é r m i n o ,  i . e . ,  j  n,
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t a l  que x m = z > * m 7, n . A s í  p u e s ,  f ( x m) = z ,  1/ m ?/ n , y p o r
t a n t o  f ( z ) = z .  ( S i  l a s  s u c e s i o n e s  d -C au c hy  c o n v e r g e n  a un
ú n i c o  p u n t o ,  e n t o n c e s  ( x n ) ^ c o n v e r g e  s ó l o  a z ,  a l  s e r  f
c o n t i n u a ,  ( f ( x  ) ) °° n c o n v e r g e  a f ( z )  y f  ( z ) = z , ya que ( x  ) Xí ri n n=U n n=U
c o n v e r g e  a z y a f ( z ) ) .
Veamos que e l  p u n t o  f i j o  z es ú n i c o :
Sea y €X t a l  que f ( y ) = y .  E n t o n c e s ,
d ( y , z ) = d ( f ( y ) , f ( z ) . ) 5  k*  d ( y , z ) ,  y
d ( z , y ) = d ( f ( z ) , f ( y ) ) ¿ k .  d ( z , y ) .
De ambas d e s i g u a l d a d e s  se d e s p r e n d e  que
d ( y , z ) = d ( z , y ) = 0 ,
como X es T , e l l o  i m p l i c a  que y = z .
NOTA. La c o n d i c i ó n  a l t e r n a t i v a  de que l a s  s u c e s i o n e s  d -  
Cauchy c o n v e r j a n  a un s ó l o  p u n t o  no i m p l i c a  que t o d a s  l a s  
s u c e s i o n e s  c o n v e r g e n t e s  t e n g a n  un ú n i c o  p u n t o  l í m i t e ,  ya que 
e x i s t e n  d e s g r a c i a d a m e n t e  s u c e s i o n e s  c o n v e r g e n t e s  que no son 
d -Ca uc hy  ( | 5 4 | , E x . l ) ,  con l o  que un e s p a c i o  c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c o  ( X , d )  que no sea de H a u s d o r f f  y que v e r i f i q u e  l a  c i t a ­
da c o n d i c i ó n  d e b e r á  p o s e e r  n e c e s a r i a m e n t e  s u c e s i o n e s  c o n v e r - ,  
g e n t e s  a más de un p u n t o .
Por  s u p u e s t o ,  s i  ( X , d )  es de H a u s d o r f f ,  se v e r i f i c a n  
o b v i a m e n t e  l a s  c o n d i c i o n e s  a n t e r i o r e s  y nos e n c o n t r a m o s  a n t e  
l a  s i t u a c i ó n  d e l  T h . 9  de | 5 4 | .  Por  e s t e  m o t i v o ,  l o s  r e s u l ­
t a d o s  que s i g u e n  a c o n t i n u a c i ó n  l o s  hemos f o r m u l a d o  en t é r ­
mi nos  de d i c h o  T h . 9 ,  pues a s í  r e s u l t a n  más c o r t o s  y e l e g a n ­
t e s ;  puede c o m p r o b a r s e  s i n  embargo que s i g u e n  s i e n d o  v á l i d o s
-137-
b a j o  l a s  h i p ó t e s i s  de n u e s t r o  Teorema 4 . 2 6 .
E l  hecho de que muchos e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  
no posean  más a p l i c a c i o n e s  c o n t r a c t i v a s  que l a s  c o n s t a n t e s  
r e a l z a  l a  i m p o r t a n c i a  d e l  s i g u i e n t e  c o r o l a r i o ,  cuya  demos­
t r a c i ó n  a b r e v i a m o s  p o r  s e r  una a d a p t a c i ó n  de l a  o f r e c i d a  en 
I 58 | .
4 . 2 7 . C o r o l a r i o . Sea f  una a p l i c a c i ó n  d e l  e s p a c i o  c u a s i -  
m é t r i c o  d - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o  ( X , d )  en s í  mismo.  S i  
a l g u n a  de sus i t e r a d a s  f n es c o n t r a c t i v a ,  e n t o n c e s  f  t i e n e  
un ú n i c o  p u n t o  f i j o .
P r u e b a . S i  z es e l  ú n i c o  p u n t o  f i j o  de f n , e n t o n c e s  
f n + ^ ( z ) = f ( f n ( z ) ) = f ( z ) = f n ( f ( z ) ) ,  con l o  que f ( z )  es un p u n t o  
f i j o  de f n , l u e g o  f ( z ) = z .  La u n i c i d a d  es e v i d e n t e ,  pues t o d o  
p u n t o  f i j o  de f  l o  es de f n .
NOTA. Hagamos n o t a r  que e l  p u n t o  f i j o  z se o b t i e n e  como 
l í m i t e  de l a  s u c e s i ó n  ( * n ) de a p r o x i m a c i o n e s  s u c e s i v a s  como
se v i ó  en e l  Teorema 4 . 2 6 .  En e f e c t o :
cada una de l a s  n s u c e s i o n e s
X , X , X — ,  . . .  , X , . . .o n 1 2 n 9 J mn’
XI  ’ xn+l ’ x2n+l ’ ' ’ • , x n>n+l’ ‘ * '
X i 9 x 0 i • • • • • X - ! • • • •n - 1  2 n - l  m n + n - 1 ’
c o n v e r g e  a l  p u n t o  z ,  según e l  T h . 9  de | 5 4 1 p o r  t r a t a r s e  de 
una s u c e s i ó n  de a p r o x i m a c i o n e s  s u c e s i v a s  p a r a  l a  i t e r a d a  f n , 
a s í  que t a m b i é n  c o n v e r g e  a l  p u n t o  z .
4 . 2 8 . C o r o l a r i o . Sea ( X . , d . ) .  T una f a m i l i a  t o t a l m e n t e
-  i -  „ ,  x i  y -i '  i  ~  l
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o r d e n a d a  p o r  i n c l u s i ó n  de e s p a c i o s  c u a s i - m é t r i c o s  d -
s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o s  t a l e s  que s i  X ^ C X ^  e n t o n c e s
d i  = d . i x • Sea X= U { x . : i < c l }  . S i  f : X— X es una a p l i c a -  1 J I i  1
c i ó n  que v e r i f i c a  que f i ^  t i e n e  a l g u n a  i t e r a d a  c o n t r a c t i v a ,
■ i
e n t o n c e s  f  posee un ú n i c o  p u n t o  f i j o .
P r u e b a . La e x i s t e n c i a  de p u n t o s  f i j o s  es o b v i a .  Sean
y , z  dos p u n t o s  f i j o s  de f .  S i  y 6 X. y z t  X . ,  s u p o n i e n d o  que
^ J
X. C X e n t o n c e s  y ¿ X p o r  l o  que y = z .
^ J J
4 . 2 9 . EJEMPLO. ( R e l a t i v o  a l  C o r o l a r i o  4 . 2 8 )
Sea N e l  c o n j u n t o  de l o s  números n a t u r a l e s .  V  n 7, 1,
sea X = 1 1 , 2 . . . . . n V  . En cada X c o n s i d e r e m o s  l a  c u a s i -  n 1 * * 9 1 n
p s e u d o - m é t r i c a  d ( x , y ) =max( y - x , 0 )  . La s u c e s i ó n  (X ,d  ) *° .n n n n = 1
es de e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  e s t r i c t o s  c o m p l e t o s  que 
e s t á n  i n m e r s o s  en o r d e n  c r e c i e n t e .  Es e v i d e n t e  que t o d a  s u ­
c e s i ó n  d -Ca uch y  es e v e n t u a l m e n t e  c o n s t a n t e  en X . Además,  n J n
l a s  ú n i c a s  a p l i c a c i o n e s  c o n t r a c t i v a s  de Xn son l a s  c o n s t a n ­
t e s .  S i n  e mbar go ,  aunque e l  e s p a c i o  N r ^ / j X ^ :  n 7/ 1  ]r no es d e l  
t i p o  d e l  C o r o l a r i o 4 . 2 8 ,  t i e n e  f u n c i o n e s  con p u n t o s  f i j o s  ú n i  
e o s .
Con l a s  h i p ó t e s i s  d e l  Teorema 4 . 2 6 ,  supongamos que l a  
c o n t r a c c i ó n  f  depende de manera " b a s t a n t e  r e g u l a r "  d e l  p a r á ­
m e t r o  X . E n t o n c e s  p a r a  cada v a l o r  de A , f  posee un s ó l o  
p u n t o  f i j o  z ^ .  E l  p r ó x i m o  r e s u l t a d o  nos i n d i c a  l a  f o r m a  c o n ­
t i n u a  con que z^ depende de A .
4 . 3 0 . P r o p o s i c i ó n . Sean ( X , d )  un e s p a c i o  c u a s i - m é t r i c o
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d - s u c e s i o n a l m e n t e  c o m p l e t o ,  L un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  y f  
una a p l i c a c i ó n  de XxL en X. Supongamos que f i j a d o  x e  X, 
l a  a p l i c a c i ó n  A — ► f  ( x , A ) es c o n t i n u a  de L en X, y que,
VA ¿ L , l a  a p l i c a c i ó n  f ^ ( x )  = f ( x , A )  es c o n t r a c t i v a  de X en X, 
c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  c o n s t a n t e  k < i ,  i n d e p e n d i e n t e  de A .
S i  z^ es e l  ú n i c o  p u n t o f i j o  de , e n t o n c e s  l a  a p l i c a ­
c i ó n  A — ► z es c o n t i n u a  de L en X.A ..................................................................................................................
P r u e b a . Sea 6 L . Dado £ > 0 ,  se t i e n e  que:
d ( z A , ’ z A ) = d (  > f A ( z A ] }  '  d (  W  ’ f A ( zaJ  ) + d (  f t > f A ( z A ))
*  d( f A ( z^ ) , f A ( z l ) )+k  . d( z^  , z^ ) ,
a s í ,
( 1 - k )  • d(z^  , z^ ) ^  d ( f^ ( z  ^ ) , f \  (zÁ ) ) = d (  f  (z^ , A ; ) , f  ( Zj ,> ) ) .
Como l a  a p l i c a c i ó n  A — ► f ( x , A) es c o n t i n u a ,  e n t o n c e s  
f i j a d o  z  ^ e x i s t e  un e n t o r n o  V de t a l  que s i  A í  V
d ( f ( z ^ , /\ t ) , f ( z ^ , /\)J<c E ( l - k ) .  Por  l o  que,  s i  A é V, se t i e n e  
que d ( z^ , z A ) <: <£.  .
En e s t a  s e c c i ó n  e s t a b l e c e m o s  a l g u n a s  r e l a c i o n e s  e n t r e  
l o s  e s p a c i o s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o s  y l o s  e s p a c i o s  b i t o p o -  
l ó g i c o s ,  dando a l g u n a s  c o n d i c i o n e s  de c u a s i - u n i f o r m i z a b i -  
l i d a d .  Empezamos con una s e r i e  de d e f i n i c i o n e s  de p r o p i e d a ­
des de s e p a r a c i ó n  b i t o p o l ó g i c a s . Todas e l l a s  se pueden e n ­
c o n t r a r  en | 2 9 | y | 3 3 | .
Un c o n j u n t o  X con dos t o p o l o g í a s  y 2. se l l a m a  e s p a ­
c i o  b i t o p o l ó g i c o  y l o  r e p r e s e n t a m o s  m e d i a n t e  ( X , , 2 )•
se d i c e  r e g u l a r  r e s p e c t o  de *2. s i  p a r a  cada x e X y
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c ada  - c e r r a d o  P con x ^ P ,  e x i s t e  un ^ - a b i e r t o  U y un 
2  - a b i e r t o  V t a l e s  que x e U, P c  V y U ñ \l=  0 .
(X ,  9 , 2  ) es p a i r w i s e  r e g u l a r  s i  9  es r e g u l a r  r e s p e c ­
t o  a -2 y v i c e v e r s a .
(X ,  9 , 2  ) es p a i r w i s e  H a u s d o r f f  s i  dados x / y  e x i s t e  
un - e n t o r n o  U de x y un 2  - e n t o r n o  V de y con U -O V = 0 .
( X , (? , 2 ) es p a i r iA i i se  n o r m a l  s i  dados un ^  - c e r r a d o  A
y un «2 - c e r r a d o  B con A ^  B = 0 , e x i s t e n  U y V , 5 L - a b i e r t o  y
^ - a b i e r t o  r e s p e c t i v a m e n t e ,  t a l e s  que A c  U, B c* V y U ^ V  = 0.
S i  A y B son dos s u b c o n j u n t o s  de X, se d i c e  que A e s t á  
^ - c o m p l e t a m e n t e  s e p a r a d o  de B r e s p e c t o  de 2  s i  e x i s t e  una 
f u n c i ó n  r e a l  d e f i n i d a  en X t a l  que es <& - s e m i c o n t i n u a  i n t e ­
r i o r m e n t e  y *2 - s e m i c o n t i n u a  s u p e r i o r m e n t e ,  y de fo r ma  que 
f ( A ) =  { 0 J, f ( B ) =  { 1 J , 0 í  f ( x )  í  1,  F x  e X.
Se d i c e  que 9  es c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  r e s p e c t o  de 2
s i  t o d o  ^ - c e r r a d o  F e s t á  <2. c o m p l e t a m e n t e  s e p a r a d o  r e s p e c ­
t o  de 2  de cada x X~F.
es p a i r w i s e  c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  s i  2  es 
c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r  r e s p e c t o  de 2  y v i c e v e r s a .
Se sabe ( | 2 9 | ) que s i  ( X,  <P, l  ) es un e s p a c i o  b i t o p o -  
l ó g i c o  pa i r i A/ i se  H a u s d o r f f  e n t o n c e s  n e c e s a r i a m e n t e  l a s  t o p o ­
l o g í a s  9  y 2  han de s e r  T ^ . E l  r e c í p r o c o  es t a m b i é n  
c i e r t o  cuando l a s  dos t o p o l o g í a s  p r o v i e n e n  de c u a s i - p s e u d o -  
m é t r i c a s  c o n j u g a d a s .  A c o n t i n u a c i ó n  demos t ramos  que e s t o  
s i g u e  s i e n d o  c i e r t o  s i  l a s  dos t o p o l o g í a s  p r o c e d e n  de dos 
c u a s i - u n i f o r m i d a d e s  c o n j u g a d a s .
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Se d i c e  que un e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  (X ,  ^  ) es
c u a s i - u n i  f o r m i z a b l e  s i  e x i s t e  una c u a s i - u n i  f o r m i d a d  t a l  
que l a s  t o p o l o g í a s  d e d u c i d a s  de y de su c o n j u g a d a  
c o i n c i d e n  con y Z , r e s p e c t i v a m e n t e .
4 . 3 1 . P r o p o s i c i ó n . Sea (X ,  í 5, ¿  ) un e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  
c u a s i - u n i  f o r m i z a b l e  ; s i  ( X , ) es e n t o n c e s  ( X , , *2 ) es
p a i r w i s e  H a u s d o r f f .
P r u e b a . Sean x , y  e l e m e n t o s  d i s t i n t o s  de X. Como 
( X ,  <?) es T^ ,  e n t o n c e s  s i  IX es l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  que 
i n d u c e  a y a Z , e x i s t e  U e 2/  de manera que y ^ U ( x ) .
Sea V í  ^ /  V* V CU.  Sea V ' l a  banda s i m é t r i c a  de V. Veamos 
que V ( x ) H V 1( y ) = 0:
S i  Z c V ( x ) / l V ' ( y ) ,  e n t o n c e s  ( x , z ) é V , ( z , y ) t  V , y
c o n s e c u e n t e m e n t e ,  ( x , y )  £ V*V U, l o  c u a l  es a b s u r d o ,  pues 
y £ U ( x ) .
En l a  P r o p o s i c i ó n  4 . 9 ,  dado un e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  
(X ,  ) , d e f i n í a m o s  l a  t o p o l o g í a  "£/ , que l l a má bamo s s i m é ­
t r i c a  p o r  d e d u c i r l a  l a  c u a s i - u n i f o r m i d a d  c o n j u g a d a  de l a  de 
P e r v i n .  Es p o r  e l l o  que , e v i d e n t e m e n t e ,  e l  e s p a c i o  b i t o p o ­
l ó g i c o  (X,  o ,  ) es s i e m p r e  c u a s i - u n i f o r m i z a b l e , o b t e n i e n ­
do e n t o n c e s  e l  s i g u i e n t e
4 . 3 2 . C o r o l a r i o . ( X , ^ ) es T  ^ s i  y s ó l o  s i  ( X , 3 , es
p a i r w i s e  H a u s d o r f f .
Como e l  e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  ( X , ) es c u a s i - u n i -
f o r m i z a b l e ,  sabemos de | 3 3 | que es p a i r w i s e  c o m p l e t a m e n t e
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r e g u l a r .  Vamos a v e r  q ue ,  dada ~Z , l a  t o p o l o g í a  s i m é t r i c a  
■£, 1 es l a  más f i n a  de t o d a s  l a s  que hacen  que (X ,  Z , *2 ) sea 
p a i r w i s e  c o m p l e t a m e n t e  r e g u l a r :
Pa r a  e l l o ,  t e n i e n d o  en c u e n t a  que s i  2 es c o m p l e t a ­
mente  r e g u l a r  r e s p e c t o  a , e n t o n c e s  *2 es r e g u l a r  r e s ­
p e c t o  a , es s u f i c i e n t e  d e m o s t r a r  l a  s i g u i e n t e
4 . 3 3 . P r o p o s i c i ó n . Dado e l  e s p a c i o  t o p o l ó g i c o  (X ,  ^ ) ,  1
es l a  más f i n a  de l a s  t o p o l o g í a s  que hacen que e l  e s p a c i o  
b i t o p o l ó g i c o ( X ,  "Z, 2  ) sea p a i r w i s e  r e g u l a r .
P r u e b a . S i  ( X ,  Z , 2 )  es un e s p a c i o  p a i r w i s e  r e g u l a r .  
Sea G un X  - a b i e r t o  p r o p i o .  S i  x c G ,  como 2? es r e g u l a r  
r e s p e c t o  de Z> , h a b r á n  dos c o n j u n t o s  d i s j u n t o s  U y V 
de manera que U es - a b i e r t o  y V es G - a b i e r t o ,  con x t i l ,  
X~G c V . Como V es ^ ' - c e r r a d o  y x ¿X~V c G,  e n t o n c e s  G es 
2 , ' - e n t o r n o  de cada uno de sus p u n t o s .
4 . 3 4 . C o r o l a r i o . S i  e l  e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  (X ,  Z , 2 ) es 
c u a s i - u n i f o r m i z a b l e , e n t o n c e s  2  c  ~Z '•
4 . 3 3 . P r o p o s i c i ó n . E l  e s p a c i o  b i t o p o l ó g i c o  ( X , ~Z , ) es
p a i r w i s e  n o r m a l .
P r u e b a . Es o b v i o ,  pues s i  A es o - c e r r a d o  y B es un 
o '  - c e r r a d o  d i s j u n t o  de A, e n t o n c e s  A y X~A son ' J ' - a b i e r -  
t o  y ~z - a b i e r t o ,  r e s p e c t i v a m e n t e .
K e l l y  d e f i n e  l a s  s u c e s i o n e s  de Cauchy en un e s p a c i o  
c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o  de i g u a l  modo que l o  hace S t o l t e n b e r g
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y que,  s i g u i e n d o  l a  n o m e n c l a t u r a  de R e i l l y ,  c o n v e n i m o s  en 
l l a m a r  r i g h t  k - C a u c h y  ( D e f i n i c i ó n  4 . 1 9 ) .  E l  s i g u i e n t e  r e ­
s u l t a d o  se debe a K e l l y  (Teorema 2 . 1 1 ,  12 9 1 ) :
"Sea ( X , p , q )  un e s p a c i o  b i - c u a s i - p s e u d o - m é t r i c o . En­
t o n c e s  X es de segunda  c a t e g o r í a  en s í  mismo s i  es q - c o m -  
p l e t o . "
De e s t e  r e s u l t a d o  podemos s a c a r  l a  s i g u i e n t e  c o n s e c u e n ­
c i a  :
4 . 3 6 . P r o p o s i c i ó n . Supongamos que l a  t o p o l o g í a  Z> y su 
s i m é t r i c a  ^ ' se deducen de l a s  c u a s i - p s e u d o - m é t r i c a s  
c o n j u g a d a s  p y q .  E n t o n c e s ,  X es de B a i r e  r e s p e c t o  de Z> s i  
es q - c o m p l e t o .
P r u e b a . Todo -  a b i e r t o  es - c e r r a d o  y p o r  t a n t o
q - c o m p l e t o .  D e l  r e s u l t a d o  m en c i on ado  s i g u e  que t o d o  Z - a b i e r  
t o  es de segunda  c a t e g o r í a  en s í  mismo,  l u e g o  X es de B a i r e  
r e s p e c t o  de l a  t o p o l o g í a  Z •
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